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O Servio de Educagao da Fundagio Calouste Gulbenkian
decidiu incluir no ses Plano de Edigies uma tradugio portugiesa
da colecgdo de trabalbos originais sobre a teoria da relatividade, ou
com ela estreitamente relacionados, publicada por Otto Blumenthal
em Leipgig sob o tiulo Das Relativititsprinzip e constitutda pri-
meiro por trabalkos de H. A. Lorenty, A. Einstein e H. Minko-
wski estranhos & ideia da relatividade geral, depois, a partir da
3.7 edigdo (1919), aumentada com trabalhos de Einstein sobre
a gravitagdo e finalmente, a partir da 4.% edigao (1921), acres-
centada também com o trabalho de H. Weyl que nela figura em
dltimo lugar. A presente tradugdo, confiada a reconbecida compe-
téncia do Sr. Eng. Mario José Saraiva, é feita sobre a 5. edigao
(1923), idéntica & precedente.

E digna do maior lowvor esta iniciativa. Se bem que hoje sejam
Sacilmente acesstveis, em diversas linguas, bons tratados sobre a teoria
da relatividade, ¢ sempre altamente instrutivo o estudo dos princi-
pais trabalhos originais; acresce que mesmo bons tratades tém por
vexes tma ou onira omissdo, alteragdo ou adi¢do menos conveniente,
que a leitura dos trabalhos originais permite corrigir.

- O livro contém onge trabalhos, insertos por ordem cronolégica,
que se repartem e caracterizam brevemente do seguinte modo: dois
trabalhos de Lorentg, um sobre a experiéncia interferencial de Michel-
son e outro sobre fendmenos electromagnéticos num sistema em movi-
mento, anteriores a fundagdo daguela teoria; o trabalho sobre o mesmo
assunto, mas concebido num esplrito muito diferente, com que Einstein
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Sfundos a teoria da relatividade especial, e ontro, também de Einstein,
em que dessa teoria se extrai como consequéncia a descoberta da inér-
cia da energia; o trabalho sobre o espago e o tempo, em que Minkowski
explana a descoberta, apresentada mais brevemente num trabalho
um pouco anterior, de que o espago e o tempo ndo sdo independentes,
mas se unem num continuo quadridimensional de miétrica pseudo-
-enclidiana, descoberta sem a qual a teoria da relatividade geral nao
poderia descivolver-se; o trabalbo sobre a influéncia da grapidade na
propagagio da lug, em que Einstein desenvolve, melhor do que tinha
feito num trabalho anterior, mas ainda dum ponto de vista elementar
e de primeira aproximagdo, a formulagao do principio da equivalén-
cia, que viria a ser a base da teoria da relatividade geral e de que
extrai consequéncias de grande importincia sobre o modo como cer-
tos fendmenos fisicos sdo influcnciados pela gravitacdo; o trabalho
sobre os fundamentos da teoria da relatividade geral, em que Einstein
compendion e sistematizou os trabalhos com que nos dltimos anos
precedentes tinha fundado esta teoria, e ontro também de Einstein
sobre o principio de Hamilton aplicado a teoria, que contém um aper-
Jeigoamento sobre esta questdo, tratada anteriormente por Hilbert e
por Lorentz; dois traballos de Einstein, um sobre a aplicagdo da
teoria da relatividade geral a cosmologia e ontro sobre o papel que
possivelmente desempenbharia a gravitagdo na constituigdo das parti-
culas elementares da matéria entdo conbecidas, no primeiro dos quais
se adopta uma equagdo tensorial mais geral para o campo da gravi-
ta¢do a fim de se obter um mundo espacial estdtico finito com matéria
uniformemente distribuida, e no segundo, mantendo essa equagdo mais
geral, se postula uma forma especial dela dentro das cargas eléctricas
para se explicar a estabilidade do electrao; finalmente o trabalho
de Weyl sobre gravitagao e electricidade, que contém a primeira teoria
unificada dos campos gravitacional e electromagnético, obtida por meio
duma generalizagao da geometria riemanniana em que, além da ndo
integrabilidade da direc¢do, se admite também a nio integrabilidade
do comprimento.
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Destes onze trabalhos tém ainda actualidade: os dois trabalhos
de Einstein sobre a teoria da relatividade especial, ndo obstante o
desenvolvimento de que ela foi objecto posteriormente ¢ o aperfeicoa-
mento formal ¢ metodoligico conseguido utilizando o espago-tempo
referido a coordenadas galileanas ¢ o caleulo tensorial respectivo; -
0 trabalho de Minkowski, salvo as linbas referentes a gravitagao onde
0 autor propie a substituigdo da lei de Newton por outra andloga mas
invariante perante a transformagdo de Lorenty e que coincide com
#ma das que Poincaré tinha proposto algum tempo antes; e os dois
trabalhos de Einstein sobre os fundamentos da relatividade geral e
sobre o principio de Hamilton aplicado a essa teoria, ndo obstante
também o grande desenvolvimento po.rteﬁormmte efectuado ¢ que,
num ponto, trouxe uma alteragdo axiomdtica: o movimento livre
dum ponto material num campo de gravitagio ao longo duma geo-
désica do espago-tempo, postulado inicialmente por Einstein, demons-
trou-se ser comsequéncia das equagies do campo, gragas ao priprio
Einstein e a alguns colaboradores; a demonstragio é porém laboriosa
e, num primeiro estudo, convém proceder como Einstein fex de inicio.

Os outros seis trabalhos sé tém interesse histdrico.

O primeiro trabalho de Lorent3 refere-se a experiéncia célebre
cujo resultado negativo desencadeon a crise da fisica do éter que a
teoria da relatividade veio resolver; o autor propie, para explicar
esse resultado, a hipitese ad hoc da contracgao longitudinal dos
corpos em movimento, para a qual sugere uma explicagdo molecular.

O segundo trabalho de Lorenty contém uma teoria complicada,
destinada a explicar o resultado negativo dessa e das outras expe-
riéncias realizadas com o mesmo objectivo, teoria obtida (um tanto
imperfeitamente) mediante hipbteses apropriadas relativas a influén-
cia do «venio de bter» sobre a forma e dimensies dos electres e sobre
as forgas moleculares, donde proviriam deformagies nos corpos em
movimento de que resultaria apresentarem-se os fendmenos electro-
magnéticos, observados em qualquer sistema de referéncia animado
de translagdo uniforme, a obedecer as mesmas leis que num sistema
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imovel. As imperfeicoes foram corrigidas por Poincaré, num tra-
balho elaborado dentro das ideias de Lorentz. Figura no trabalbo
de Lorenty a célebre transformacdo que tem o sew nome, ¢ a demons-
tragdo de que ela deixa invariante a forma das equaces de Maxwell
para o vicno; Poincaré estenden a demonstragdo ao caso geral, ¢ péde
enunciar o seu postulado de relatividade. Porém esta relatividade era
$6 femomenoldgica; segundo a teoria, continuava a existir um corpo
de referéncia privilegiado (embora se furtasse mecessiriamente a ser
detectado), de .que ndo se prescindia por ser considerado suporte
necessario do campo electromagnético. Independentemente desta teoria,
que 56 veio a conbecer mais tarde, Einstein rompen com tal precon-
ceito, considerando como  perfeitamente equivalentes todos aqueles
sistemas de referéncia e substituindo ao principio newtoniano do tempo
absoluto o principio da constincia da velocidade da luz, contido ras
equagies de Maxwell, para obter a transformagdo cinemitica perante
a qual essas equagies deviam ser covariantes, como efectivamente veri-
ficon que sucedia, ficando assim fundada a ‘teoria da rclatividade
especial.

No trabalho sobre a influéncia da gravidade na propagacdo da
luz, procurando genmeralizar o principio da relatividade Einstein
Sformula o principio da equivaléncia entre um sistema de referéncia
uniformemente acelerado e um campo de gravitagao homogéneo, o que
Ibe permite descobrir a gravidade da energia e a influéncia da dife-
renga de potencial da gravidade na marcha dos reldgios, donde resulta
num campo de gravidade a curvatura dos raios luminosos ¢ o deslo-
camento, para o vermelho, das riscas espectrais duma fonte luminosa
situada num ponto onde aquele potencial é mais baixo. A aplicagio
ao campo de gravitagdo do Sol dé a Einstein a previsdo de dois fend-
menos que veio a deduzir com mais rigor na teoria da relatividade
geral: a deflexdo dos raios luminosos estelares que passam perto do
Sol ¢ o deslocamento, para o vermelho, das riscas do espectro solar.
O trabalho é feito dentro da mecinica newtoniana e a lei da gravitagao
nsada para determinar aquela deflexdo é a de Newton, motivo por
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que Einstein encontra para ela sé metade do valor que mais tarde
encontrard usando a sua prépria lei da gravitagin; e é a ordem de
grandeza deste diltimo valor que as observagdes confirmam.

O trabalho cosmoligico de Einstein é a primeira aplicagdo da
teoria da relatividade geral ao problema da estrutura do Universo,
empmndxda para eliminar dificuldades relativas as condigies de fr:m-
teira dum espago infinito. Supondo por isso o espago finito, de volume
fixo, cheio de matéria desagregada de densidade constante, portanto
espago de curvatura constante que supde positiva, Einstein encon-
tra que s6 pode ser satisfeita a lei da gravitagdo se for modificada
pela introdugdo do chamado termo cosmolégico, o qual ndo tem qual-
quer outra justificacdo; e entdo encontra para o Universo o modelo
procurado. Este modelo estitico, que mais tarde se demonstraria ser
instavel, tornou-se por isso inaceitdvel ¢ também por causa da des-
coberta, feita pouco depois por Hubble (1929), da expansao do Uni-
verso, revelada pelo deslocamento, para o vermelho, das riscas espec-
trais das galdxias proporcionalmente & distincia. Jd anteriormente
Friedmann (1922) tinha encontrado solugdes do problema cosmo-
ligico com matéria homogéneamente distribuida num espago de métrica
dependente do tempo, mas de curvatura constante a cada instante,
positiva, nula ou negativa, as quais existem também sem o termo
cosmoldgico na lei da gravitagdo. A matéria pode supbr-se um fluido
desagregado, como no modelo de Einstein, ou um fluido perfeito. De
tudo isto resulta um grande nimero de modelos cosmolbgicos, e hd-os
ainda de outros tipos. A posi¢do final de Einstein sobre a questio
cosmoldgica foi a seguinte, desde 1931: visto existirem para a equa-
¢do tensorial da gravitagdo sem termo cosmoldgico, que timba sido
introduzido ad hoc, solugdes de Friedmann, apresentando expansio
do Universo nos trés casos da curvatura positiva, nula ou negativa,
deve regressar-se & lei da gravitagdo original e adoptar um destes
trés modelos, que s3o todos compativeis com as observagles actuais.
Einstein inclinow-se primeiro para o modelo com espago de curva-
tura positiva (por este ser certamente finito) segundo o qual o Uni-
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verso se expande a partir dum estado de ainssima (segundo as for-
mulas infinita) concentragdo material para mais tarde se contrair
até voltar ao estado original; mas pouco depois, com De Sitter, pre-
feria o modelo com espago de curvatura nula (pela sua grande sim-
plicidade) segundo o qual o Universo, a partir do mesmo estado
singular, se expande ilimitadamente. Em qualquer destes dois casos
ha para o espago diversas possibilidades topoligicas, e algumas de
métrica euclidiana sdo finitas, o que muitas veges se ignora. A des-
coberta duma radiagdo de fundo cosmoligica isotripica de 3° K,
na regido das microondas, parece justificar o estado original que
indicam estes modelos; e a descoberta de que as radiofontes extra-
galdcticas extremamente afastadas, que sdo os «quasars», ocorrem
em posigoes antipbdicas indica que se estd perante a mais simples das
possibilidades topolégicas do primeiro caso, ou seja o espago esférico
de Riemann, como no modelo original de Einstein mas com raio
actualmente crescente.

No trabalho sobre a quesiio de saber se o campo de gravitagio
desempenha algum papel na estrutura das particulas elementares
entdo conhecidas, Einstein supde-as formadas por pura electricidade,
de modo que a realidade fisica é constituida por elas, pelo campo
electromagnético e pelo campo gravitacional. A lei da gravitagio sob
a forma mais geral mantém-se: nela figurard o tensor emergético de
Maxwell para o espago onde ndo hi carga eléctrica; mas esse tensor
tera de ser adicionado de lermos complementares para o interior das
particulas, porque dentro delas a sua divergéncia ndo é nula. Einstein
postula que a Jei da gravitagdo dentro das particulas elementares se
pode escrever sob a forma que denomina livre de escalares a qual, com
as equagies da teoria dos electries, lhe permite demonstrar que nestas
particulas a repulsao eléictrica é equilibrada por wma pressdo gravi-
tacional. Fora das particulas prova-se que o escalar de curvatura é
constante; isto também se dedug da lei da gravitacdo, e o confronto
faz aparecer, por um lado, a constante cosmoligica como pura cons-
tante de integragao e, por outro lado, di os termos complementares
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procurados, de origem puramente gravitacional. Mas prova-se também
que gualquer distribui¢do de electricidade, estdtica e de simetria esfé-
rica, estd em equilibrio, e assim a atomicidade da electricidade nao
fica explicada. Nao surpreende tal resultado naquela época, visto
que mesmo hoje o problema das particulas elementares ndo pode
considerar-se resolvido. Duas correntes se defrontam nesta questdo.
A da geometrodinimica, que em dltima andlise provém do priprio
Einstein, fundamentada em que a lteoria da relatividade geral admite
a existéncia de campos de gravitagio sem fontes e atribuindo ao
espago uma topologia muito mais complicada do que ordinariamente
se supde, procura construir modelos de particulas elementares de modo
puramente geométrico: regives espacio-temporais em que a métrica
deixa de ser indefinida, e por isso se comportam como impenetraveis.
A outra corrente, a da fisica quintica, pretende explicar essas
particulas a partir de campos de ondas de matéria e sua quantificagao,
com uma interpretagio estatistica.

O trabalho de Weyl sobre gravitagdo e electricidade, finalmente,
contém a primeira tentativa duma teoria #nificada dos campos gra-
vitacional e electromagnético, apoiada numa gemeralizagio da geo-
metria riemanniana em que além da ndo integrabilidade da direcgdo
se postula a ndo integrabilidade do comprimento. Muitas outras
tentativas surgiram em seguida, umas, como a de Weyl, caracterizadas
por uma generalizagio da geometria riemanniana quadridimensional,
outras, desde a de Kaluga (1921), caracterizadas por uma geometria
riemanniana especial de mais de quatro dimensies (geralmente cinco,
mas podendo ser seis). Entre as da primeira espécie contam-se a de
Einstein do paralelismo a distincia ¢ a de Einstein-Schridinger do
tensor fundamental assimétrico; entre as da segunda espécie figuram
a de Einstein-Mayer, a teoria projectiva de Veblen ¢ outras andilogas
até & de Jordan-Thiry, e a de Podolanski cuja geometria é de seis
dimensdes. Nenhuma delas é satisfatéria e algumas foram abando-
nadas pelos priprios autores. Contra a de Weyl, por exemplo, Einstein
objecton que, segundo ela, a marcha dum religio dependeria em geral
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da pré-histiria do relégio, o que, aplicado aos reldgios atimicos, daria
o resultado de ndo haver riscas bem definidas nos respectivos espectros,
0 que ¢ contrdrio aos factos; Weyl modificon depois a sua atitude
quanto a este ponto, mas com prejuizo da conexdo entre electromagne-
tismo e métrica: de essencialmente fisica, a conexao tornou-se mera-
mente formal. Com a descoberta do campo das forgas nucleares as
tentativas de teoria unificada de qualquer daquelas duas espécies tém
rareado. De tipo diferente é a «teoria jd unificada» de Rainich (1925),
Misner ¢ Wheeler (1957), que afirma que a lei da gravitagao de
Einstein e as equagies de Maxwell contém implicitamente a unificagdo
pretendida; na auséncia de termo cosmoldgico, como é prefertvel, essa
teoria condensa-se num pequeno nimero de equagies tensoriais ¢ numa
desigualdade que so envolvem (ndo linearmente) o tensor de Riemann
contraido, ou tensor de Ricci, e que se resolvem introdugindo um
tensor ficticio de 2.° ordem que satisfaga as equagies de Maxwell,
construindo, com este, outro tensor de 2.° ordem que se igualard,
multiplicado pelo usual factor constante, ao tensor de Ricci, e inte-
grando a equagdo tensorial assim obtida, o que determina a métrica
do espago-tempo. A simplificacao conseguida pela introdugdo daquele
tensar ficticio é tdo considerdvel, que se foi levado a atribuir-lbe rea-
lidade fisica admitindo a éxisténcia dum campo electromagnético inde-
pendente daguela métrica,

Terminaremos mencionando brevemente as verificagies experi-
mentais de que tem sido objecto a teoria da relatividade. Quanto a
relatividade especial, hi a observar desde logo que é comprovada por
todos os factos que comprovam a teoria electromagnética de Maxwell-
-Lorentz, porque esta teoria ¢ relativista sem modificagdo, dada
a covaridncia das respectivas equages gerais perante a transformagdo
de Lorenty. Depois, hd factos que esta teoria s6 podia explicar
mediante hipiteses auxiliares ¢ que a teoria da relatividade explica
sem elas: a lei do movimento do electrao, que Lorenty encontrou
admitindo que o electrdo se contrai ao mover-se no éter; a experiéncia
de Fizeau, que Lorent3 explicou fazendo certas hipiteses sobre a
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estrutura da matéria; o reswltado negativo de todas as experiéncias
destinadas a evidenciar o movimento da Terra relativamente ao éter,
de que falimos anteriormente. As equactes do movimento de parti-
culas eléctricas em campos electromagnéticos tém sido verificadas para
diversas velocidades, mesmo préximas da velocidade da luz. As fér-
mulas de transformacdo da emergia ¢ do impulso tém-se verificado
directamente no estudo das colisies de particulas de alta energia,
produzidas no laboratirio ou observadas nos raios césmicos. As leis
de transformagdo do campo electromagnétice também tém sido veri-
ficadas experimentalmente. A firmula da dilatagdo do tempo tem
sido verificada na determinagdo da vida média de mesdes animados
de diversas velocidades, tanto produgidos mo laboratério como obser-
vados nos raios cbsmicos. Sem a dilatagdo do tempo ndo chegariam
a superficie da Terra os mesies |» produzides pelos raios cdsmicos
na atmosfera superior, ainda que se movessem com a velocidade da
luz, tao peguena ¢ a sua vida média em tempo préprio (isto pode
considerar-se também como verificagdo da contracgdo longitudinal dos
comprimentos: para um observador ligado ao mesdo a espessura da
atmosfera seria de alguns metros apenas). Outra verificagdo experi-
mental da dilatagdo do tempo ¢ a do efeito de Doppler transversal,
conseguida tomando a média das frequéncias da risca Hp emitida por
raios canais de hidrogénio a favor e contra o movimento, o que eliminon
0 efeito de 1.° ordem, muito mais forte, que encobria aquele. A equi-
valéncia da massa e da energia, que Einstein sugeriu poder verificar-se
nos fendmenos da radioactividade por causa das grandes quantidades
de energia neles emvolvidas, tem-se verificado em todas as reacqoes
nucleares para as quais se medem independentemente a perda de energia
¢ as massas das particulas reagentes e produzidas pela reacgdo. Trata-se
mestes casos de variages de massa e de energia. Mas a descoberta
do electrdo positivo ¢ da aniquilagdo miditua dele e do electrao mega-
tivo com producio de radiagdo gamma revelou um fenmeno em que
toda a massa das duas particulas se comverte em energia radiante.
O processo inverso também se observa: um fotdo gamma colidindo com
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um nicleo atémico pode comverter-se num par de electries, positiv
e negativo. Mais tarde descobriu-se o antiprotio (protao megativo)
¢ a aniguilagdo miitua dele ¢ do protdo positivo com produgdo de radia-
¢do gamma. Sabe-se agora que para cada espécie de particula hi
nma antiparticula, que se aniquila com a particula produzindo ener-
gia. Em todos os casos se verifica a lei de Einstein, que ¢ hoje uma das
bases mais certas da fisica nuclear. Como resultado de todas as veri-
ficagies experimentais sfectuadas, a teoria da relatividade especial
considera-se sdlidamente estabelecida.

Quanto & verificagao experimental da teoria da relatividade geral,
hd que mencionar primeiro a confirmagdo extremamente precisa da
equivaléncia entre massa pesada e massa inerte, sem a qual a acele-
ragdo gravitacional ndo seria a mesma para todos os corpos. Veri-
ficada com precisao crescente por Galilen, Newton e Bessel, veio
a sé-lo com a alta precisio de 10-8 por Eitvis, e com a de 10-1
por Dicke mais recentemente. E a mais precisa de todas as verifi-
cagles experimentais que interessam & teoria da relatividade geral.
As ontras verificagies efectuadas digem respeito aos trés efeitos pre-
vistos por Einstein: o deslocamento, para o vermelho, das riscas
espectrais da lug proveniente duma fonte situada num lugar de poten-
cial de gravitagdo mais baixo, o avango residwal dos peribélios pla-
netdrios, em especial o de Merciirio, e a deflexdo dos raios luminosos
que passam perto do Sol. Quanto ao deslocamento para o vermelbo,
procurou-se inicialmente a sua verificagio na luz do Sol e das estrelas;
mas as medigies sdo dificeis, e a sua interpretagdo é duvidosa por
cansa da existéncia de efeitos ndo gravitacionais a superficie do astro
que produzem também deslocamento das riscas. Contudo para as
anas brancas, por causa da sua grande densidade, o deslocamento
gravitacional para o vermelho é muito maior do que no caso do Sol,
¢ a verificagdo qualitativa do efeito ndo oferece dividas; mas b algn-
mas quanto & verificagdo quantitativa, porque ds causas periurba-
doras apontadas junta-se a incertega no conbecimento da massa e,
sobretudo, do raio da estrela. Mais recentemente conseguin-se aper-
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feigoar a téenica das observagies, isolando-se melhor o efeito gravita-
cional no caso do Sol; assim Brault verificon o efeito com suficiente
precisdo na parte central da risca D, do sédio, que provém duma
regido do Sol situada abaixo da atmosfera superior turbulenta. E uma
boa verificagdo. Mas melhor ainda é a que Pound e Rebka obtiveram
para o campo gravitacional terresire, que ndo estd sujeito aquelas
influéncias perturbadoras, medindo o deslocamento para o vermelho
entre duas posi¢ies situadas a alguns metros de distincia, na mesma
vertical, mediante aplicagio do efeito de Mésshaner, descoberto em
1958, que permite emitir e receber raios gamma monocromaticos
em tdo alto grau que se torna mensurdvel um pequenissimo desloca-
mento da respectiva risca espectral; o resultado confirmou a teoria
com boa precisio, que experiéncias mais recentes elevaram a 1°/,.
Sobre o avango residual dos peribélios planetdrios, ou seja a diferenja
entre o avango observado e o avango explicado pela teoria das pertur-
bagoes da mecinica celeste newtoniana, que se conbece para os trés
planetas mais préximos do Sol, pode dizer-se que ele é bem explicado
pela teoria da relatividade geral, sobretudo no caso de Mercirio,
onde ¢ mais forte e mais acessivel @ observagdo por causa da maior
rapidez do movimento ¢ da maior excentricidade da drbita. A expli-
cagdo deste fendmeno pela teoria de Einstein tem para ela grande
importincia porque envolve todas as componentes do potencial da
gravitagdo. Recentemente Dicke tentou por em divida o valor desta
verificagdo experimental da teoria conjecturando wum achatamento
do Sol gue explicaria o fendmeno; mas Adler e outros provaram
que a formula para o avango residual dos peribélios, que se dedug de
tal hipétese dentro da teoria mewtoniana da gravitagdo, explica pior
os factos do que a firmula relitivista. Finalmente a deflexdo dos
raios laminosos que passam perto do Sol estd verificada quantitati-
vamente quanto & ordem de grandeza; o efeito é muito pequeno, as
observagies sdo dificeis e até 1970 s6 se fagiam durante eclipses
solares. Pode diger-se que elas concordavam com a teoria dentro
duma incerteza de 20°|, ; em todo o caso ndo verificavam a ordem
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de grandeza do efeito calculado por meio da lei de Newton, que é
metade do previsto por meio da lei de Einstein.

Ha actualmente meios técmicos que dao possibilidades novas
de verificagdo da teoria da relatividade geral, como foi o caso do efeito
de Misshaner. Recentemente Shapiro mediu o tempo de regresso de
ecos de radar de Merciirio e de Viénus quando estes planetas passam
atrds do Sol e encontrou o aumento previsto pela teoria com a pre-
cisdo de 10°|, (6°|, para Merciirio, 1970). Também recentemente
(1970) Seielstad, Mubleman e colaboradores mediram a variago
.rqfridé pela distincia angular de dois «quasars» quando o Sol se
aproxima da direcgdo dum deles, sendo confirmada a teoria com
a precisdo de 11°|,. Sdo experiéncias que podem repetir-se fre-
quentemente, com precisdo que se espera melborar. Tém-se sugerido
medigies fotoeléctricas fora dos eclip’ses para a deflexdo dos raios lumi-
nosos no campo solar; a wtilizacdo de reldgios atémicos em satélites
artificiais para o equivalente do deslocamento para o vermelho; a obser-
vagdo de satblites ou planetas artificiais para o avanmgo residual dos
peribélios, com observacies radiotelescdpicas para melbor determi-
nagdo das brbitas; e outros meios. Sdo de prever, nos proximos anos,
progressos importantes na verificagdo experimental da teoria da
relatividade geral.

Coimbra, 1971

MANUEL DOS REIS
Professor catedrdtico jubilado da Universidade de Coimbra
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PREFACIOS






PREFACIO DAS PRIMEIRA E SEGUNDA EDICOES

A conferéncia de Minkowski «Raum und Zeit», publi-
cada no ano de 1909 como trabalho auténomo prefaciado
por A. Gutzmer, esgotou-se ji. Deve-se ao sr. Sommerfeld
uma feliz sugestdo para que a nova e desejada edigio viesse
ampliada, para incluir os trabalhos originais de base rela-
tivos ao principio da relatividade. A amdvel anuéncia dos
sts. H. A. Lorentz e Einstein tornou possivel a realizagio
de tal plano. E assim que o presente optisculo aparece como
uma colectinea de documentos relativos A histéria do prin-
cipio da relatividade, incluindo a exposigio das ideias de
Lorentz, o primeiro grande trabalho de Einstein ¢ a con-
feréncia de Minkowski, com a qual surge a popularidade
do principio da relatividade. O primeiro tomo da colecgio
«Fortschritte der mathematischen Wissenschaften in Mono-
graphien», em que o presente opusculo é publicado, inclui
as duas publicagdes de Minkowski na sua forma completa,
podendo assim servir-lhe de complemento.

Aachen, Maio de 1913,
Otto Blumenthal
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PREFACIO DA TERCEIRA EDICAO

As primeira e segunda edigBes desta «colectinea de
documentos relativos 2 histéria do principio da relatividade»
estio esgotadas. O Conhecimento deu entretanto um largo-
passo em frente: Einstein estendeu 2 relatividade geral o prin-
cipio linear da relatividade. A nova edigio deve dar conta
desse desenvolvimento e, para isso, inclui a meméria de
Einstein, ji publicada em livro (por ]J. A. Barth), «Die
Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie», e, além dela,
quatro notas do mesmo autor. Essas notas marcam, por um
lado, o infcio das suas meditagdes sobre a relatividade geral e,
por. outro, apresentam as mais recentes concepgdes, ainda em
embrifo, e apontam o caminho para o ulterior desenvolvi-
mento. Deste modo, a presente publicagdo vai-nos guiar
através da teoria da relatividade em construgio, condu-
zindo-nos do piso térreo até alturas em que os vigamentos
se erguem ainda livremente para o céu.

Aachen, Outubro de 1919.

Otto Blumenthal

PREFACIO DAS QUARTA E QUINTA EDIGOES

Com inesperada e agraddvel rapidez se tornou neces-
siria nova edigio. No essencial ela vem sem alteragdes.
Juntou-se-lhe, porém, de novo, o conhecido ensaio de Weyl
«Gravitation und Elektrizitit». '

Aachen, Setembro, 1921 ¢ 1923,

Otto Blumenthal
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H. A. LORENTZ

A EXPERIENCIA INTERFERENCIAL
DE MICHELSON

FENOMENOS ELECTROMAGNETICOS NUM
SISTEMA QUE SE MOVE COM QUALQUER
VELOCIDADE INFERIOR A DA LUZ






A EXPERIENCIA INTERFERENCIAL
DE MICHELSON *

1. Foi, pela primeira vez, notado por Maxwell
— ¢ deduz-se com um cilculo muito simples — que o inter-
valo de tempo que é necessirio a um raio de luz para efec-
tuar um percurso de ida e volta entre dois pontos 4 e B
muda de valor logo que esses pontos entrem solidiriamente
em movimento, sem arrastarem consigo o éter. E certo
que essa variagio de valor é uma quantidade de segunda
ordem de grandeza, mas ¢, no entanto, suficientemente
grande para poder ser posta em evidéncia por um método
interferencial sensivel.

Tal método foi posto em pritica por Michelson no ano
de 1881 **, O seu aparelho era uma espécie de interferome-
tro com dois bragos horizontais, P ¢ O, de igual compri-
mento, perpendiculares entre si. Dos dois feixes interferen-
tes, um fazia o seu percurso de ida e volta ao longo do
brago P e o outro ao longo do brago Q. Todo o instrumento,
incluindo a fonte luminosa e o dispositivo de observagio,
podia rodar em volta de um eixo vertical, tomando-se espe-
cialmente em consideragio as duas posi¢oes em que um dos
bragos, ou P ou Q, tinha, tio aproximadamente quanto

* Extraldo de «Versuch einer Theorie der elektrischen und
optischen Erscheinungen in bewegten Korpern» (Leiden 1895), §§ 89 a 92.
**  Michelson, American Journal of Science (3) 22 (1881), pag. 120.
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possivel, a mesma direcgio que o movimento terrestre.
Esperava-se entdo, com fundamento na teoria de Fresnel,
quc as franjas de interferéncia sofressem um deslocamento
quando, por rotagdo, o apareiho passasse de uma daquelas
«posigdes principais» para a outra.

De tal desvio de franjas, que a alteragio no tempo de
propagagdo deveria determinar, € a que por brevidade, cha-
maremos desvio de Maxwell, nio se encontrou. porém
o menor vestigio, ¢ por isso entendeu Michelson poder
concluir que o éter nio permanece em repouso durante
o movimento da Terra, conclusio esta cuja justeza em breve
viria a ser contestada, Com efeito, Michelson tinha errd-
neamente avaliado no dobro do seu verdadeiro valor a alte-
ragio das diferengas de fase, que, segundo a teoria, seria
de esperar; se este erro for corrigido, chega-se a desvios que
podiam ainda ficar encobertos pelos erros de observagio.

Michelson retomou mais tarde esta investigagio, em cola-
boragio com Motley *, tendo entio melhorado a sensibi-
lidade, obrigando para isso cada feixe luminoso a reflectir-se
diversas vezes entre virios espelhos. Este artificio equiva-
lia 2 um alongamento considerdvel dos bragos do primitivo
aparelho. Os espelhos tinham pesados suportes de pedra a
flutuar em mercirio para poderem rodar ficilmente.

Cada feixe de luz tinha agora que efectuar um percurso
total de 22 metros, ¢ era de esperar, com a teoria de Fresnel,
um desvio de 0,4 da distincia entre as franjas de interfe-
réncia, quando se passasse de uma posigio principal para
a outra. No entanto, na rotagio, s6 se verificaram desvios
ndo superiores a 0,02 da distdncia entre as franjas, os quais
bem podiam resultar de erros de observagio.

* Michelson and Morley, American Journal of Science (3) 34
(1887), pig. 333; Phil. Mag. (5) 24 (1887), pig. 449.
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Dever-se-4, com base neste resultado, aceitar que o éter
toma parte no movimento da Terra e, deste modo, que a teo-
ria da aberragio de Stokes é a teoria correcta? As dificul-
dades que esta teoria encontra na explicagio da aberragio
patecem-me demasiado grandes para poder aceitar esta opi-
nifo e, pelo contririo, levaram-me antes a procurar a maneira
de remover a contradigio entre a teoria de Fresnel e o resul-
tado de Michelson.

Consegui isso com uma hipétese que tinha apresen-
tado algum tempo antes * e que, como depois vim a saber,
também ocorrera a Fitzgerald **. No parigrafo seguinte
mostrarei em que consiste tal hipétese.

2. Para simplificar, admitiremos que se utiliza um ins-
trumento andlogo ao da primeira experiéncia, ¢ que numa
das posigSes principais o brago P estd orientado exactamente
na direc¢io do movimento da Terra. Seja p a velocidade
deste movimento ¢ L o comprimento de cada um dos bra-
¢os, portanto 2 L o percurso do raio da luz. Segundo a teo-
ria *** 3 translagio terrestre di origem a que o tempo
necessirio 2 um feixe de luz para efectuar o seu percurso
de ida e volta em P, exceda em

2

L.r
o tempo que o outro feixe leva a efectuar o seu percurso.
A mesma diferenga se encontraria se, nio tendo a translagio

* Lorentz, Zittingsverslagen der Akad. v. Wet, te Amsterdam,
1892-93, pég. 74.

** Como Fitzgerald muito amAvelmente me comunicou, ele
tinha j4, desde hi muito tempo, utilizado nas suas ligdes a sua hips-
tese. Na literatura sé a encontrei mencionada em Lodge, no artigo
«Abetration problems» (London Phil. Trans. 184 A [1893], pig. 727).

*** Cf. Lorentz, Arch. néerl. 21 (1887), pigs. 168-176.
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qualquer influéncia, o comprimcnto do brago P, excedesse
o do brago Q em L . O mesmo acontece para a segunda

posigio principal.
Vemos assim que as diferengas de fase previstas pela

teoria também se poderiam produzir se na rotagio do apa-
relho cada um dos bragos fosse, alternadamente, mais com-
prido que o outro.

Daqui resulta que estas mudangas de fase poderdo ser
compensadas fazendo nas dimensdes dos bragos modifica-
goes que se oponham a elas.

Se admitirmos que o brago colocado segundo a direc-
¢io do movimento da Terra é mais curto do que o outro,

i
sendo L . Wi a diferenga de comprimentos, €, a0 mesmo

tempo, que a translagio tem a influéncia prevista pela teoria
de Fresnel, entio o resultado da experiéncia de Michelson
fica completamente explicado. Ter-se-ia assim que postular
que o movimento de um corpo sélido através do éter em
repouso, por exemplo o de uma vara de latdo, ou o do suporte
de pedra utilizada na segunda experiéncia, tem sobre as suas
dimens6es uma influéncia que varia com a orientagio do corpo
em relagio A direcgio do movimento. Se, por exemplo,
as dimensdes paralelas 4 direcgio do movimento forem
alteradas na relagio de 1 para 1 + J e as dimensdes perpen-
diculares 2 mesma direcgio o forem na relagio de 1 para
1 4 ¢, deverd ser

1) e—3 = —V,
O valor de uma das grandezas § ou ¢ ficaria, assim,
indeterminado: tanto podcria set e=0,8= — %como
p? _ _»
€= ZV,,G-O como ainda ¢ = 55 € 3= — 5.

(8]



3. Por muito surpreendente que a hipétese 4 primeira
vista se apresente, dever-se-4 reconhecer no entanto que ela
se torna mais acessivel se se admitir para as forcas mole-
culares aquilo que presentemente jé se pode afirmar em
seguranga para as forgas eléctricas e magnéticas: que elas tam-
bém se transmitem através do éter.

Se assim for, é extremamente provéivel que a translagio
produza na interacgio de duas moléculas ou 4tomos uma alte-
ragio semelhante 4 que produz nas atracgGes ou repulsdes
entre particulas com carga.

Ora, como a forma e dimensdes de um corpo sélido
s3o0, em ultima instdncia, condicionadas pela intensidade das
acgoes moleculares, nio poderd entdo deixar de se verificar
também uma alteragio nas dimensdes.

Do ponto de vista tedrico nada hd, pois, a objectar
contra a hipétese. Pelo que respeita 4 prova experimental,
hd a notar, antes de mais nada, que os referidos alongamen-
tos e encurtamentos sio extraordiniriamente pequenos.
Tem-se p2/V2=10-8 e, assim, se se fizer ¢ = 0, obtém-se
para valor da contracgio de um didmetro terrestre cerca
de 6,5 cm. Mas para o comprimento de uma barra métrica
a variagdo € de cerca de !/59p de micron quando essa barra
se leva de uma das posigdes principais para a outra, S6 com
um método interferencial se poderia esperar é€xito na capta-
¢do de um valor tio pequeno como este. Seria entio neces-
sirio operar com duas barras perpendiculares, obrigando
um de dois feixes de luz mutuamente interferentes a per-
correr em ida e volta a primeira. dessas barras, ¢ o outro a
percorrer a segunda. Mas deste modo voltava-se de novo 2
experiéncia de Michelson, e ndo se poderia observar abso-
lutamente nenhum desvio nas franjas de interferéncia durante
a rotagio do aparelho. Invertendo um raciocinio que atris
se fez, poder-se-ia dizer agora que o desvio proveniente

(9]



das variagbes de comprimento é compensado pelo desvio
de Maxwell.

4. E digno de mengio o facto de se poder chegar direc-
tamente 3 variagio de dimensdes acima postulada se, em
primeiro lugar, admitirmos, sem ter em conta o movimento
molecular, que num corpo sélido abandonado a si préprio,
as forgas de atracgdo e repulsio que actuam sobre uma dada
molécula se equilibram mutuamente; e se, em segundo lugar,
aplicarmos 2s forgas moleculares — decerto sem qualquer
fundamento para isso — o principio que num lugar ante-
rior desta obra * estabelecemos para as acgdes electros-
tdticas. Com efeito, designemos agora por S e S, nio, como
naquele local, dois sistemas de particulas carregadas, mas
sim dois sistemas de moléculas — o segundo em repouso e
o primeiro com a velocidade p na direcgdo do eixo do x.
Admita-se que entre as dimensdes dos dois sistemas existe
a relagio que haviamos estabelecido para os sistemas de
particulas carregadas 1) e admita-se ainda que nos dois sis-
temas as componentes das forgas segundo o eixo do x sdo
as mesmas, a0 passo que as componentes segundo os eixos

do y e do g diferem entre si pelo factor Vi= .I‘;_Z; é entdo

claro que as forgas em §; se equilibram sempre que isso
acontega em S, . Por consequéncia, se S, for o estado de
equilibrio de um corpo sélido em repouso, em §; as molé-
culas terdo exactamente aquelas posigdes em que podem
permanecer sob a influéncia da translagio. '

O deslocamento deveria naturalmente conduzir por si-
mesmo a esta disposi¢do e assim, segundo as férmulas dadas

* ADaignadammue no § 23 do livro: Versuch einer Theorie
der elekérischen und Optischen Erscheinungen in bewegten Kérpern.
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no referido local, deveria produzir um encurtamento na

direcgio do movimento na relagio de 1 para V _%_

Isto conduz aos valores

2
= — -2-% =0,
que concorda com (1).

Na realidade, as moléculas de um corpo nio se encon-
tram em repouso, mas sim em movimento estaciondrio para
cada estado de equilibrio. No se discutitd aqui a influén-
cia que esta circunstincia tem nos fenémenos observados;
mas seja ela qual for, as experiéncias de Michelson e Morley
deixam uma razodvel margem para os valores de ¢ e ¢, por
causa dos inevitdveis erros de observagio.

Nota do Tradutor

1) Essa relagdo ¢ a seguinte: Na passagem de 5, para §; as dimen-
sbes paralelas a0 eixo do x sio multiplicadas por £/, sendo / uma fun-
¢io da velocidade de translagio p, e sendo £ = /1 — p2/I’2; enquanto
que as dimensdes paralelas aos eixos do y ¢ do g sdo apenas multipli-
cadas por / (cf. o § 10 do artigo que se segue a este, e ainda «The Theory
of Electrons», Lorentz, 2nd edition, Dover Publications, pég. 202).
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FENOMENOS ELECTROMAGNETICOS NUM
SISTEMA QUE SE MOVE COM QUALQUER
VELOCIDADE INFERIOR A DA LUZ*

1. Quando se procura determinar, através de consi-
deragbes tedricas, a influéncia que pdderia exercer sobre
os fenémenos -eléctricos e magnéticos uma translagdo, como
por exemplo aquela a que todos os sistemas estdo sujeitos
por virtude do movimento anual da Terra, chega-se 4 solu-
¢do de maneira relativamente simples quando apenas for
necessirio considerar aquelas grandezas que sio propor-
cionais 4 primeira poténcia da relagio entre a velocidade
de translagio » e a velocidade da luz ¢. Maiores dificuldades
levantam, porém, os casos em que sejam detectdveis quanti-

2
dades de segunda ordem, isto ¢ da ordem de% . O primeiro

exemplo deste género é a bem conhecida experiéncia inter-
ferencial de Michelson, cujo resultado negativo nos levou,
a mim e a Fitzgerald, 4 conclusio de que as dimensdes dos
corpos rigidos se modificam um pouco em consequéncia
do seu movimento através do éter.

Algumas outras experiéncias em que se investigou um
efeito de segunda ordem foram recentemente publicadas.

* Tradugdo em alemio do artigo publicado em lingua inglesa:
Electromagnetic phenomena in a system moving with any velocity
smaller than that of light (Proccedings Acad. Sc. Amsterdam 6 [1904],
pig. 809).
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Rayleigh * e Brace ** investigaram se o movimento da
Terra pode comunicar 2 um corpo a propriedade de pro-
duzir dupla refracgio. A primeira vista, isto seria de espe-
rar, desde que se admita a variagio de dimensdes que acaba
de ser mencionada. No entanto, o resultado a que os dois
fisicos chegaram foi negativo.

Posteriormente Trouton e Noble *** procuraram detec-
tar a presenga de um momento de rotagio actuando sobre
um condensador carregado, cujos pratos fagam um 4ingulo
com a direcgio da translagio terrestre. A teoria dos elec-
trdes exige sem dtvida a existéncia de um tal momento,
a ndo ser que essa teoria seja modificada com a introdugio
de uma nova ‘hipétese. Para verificar isso, bastard consi-
derar um condensador que tenha como dieléctrico o éter.
Pode provar-se que em todo o sistema electrostitico que se
move com a velocidade w**** hd «uma certa quantidade de
movimento electromagnéticon. Se a representarmos, em direc-
¢io e grandeza, por um vector &, o momento de rotagio
mencionado serd determinado pelo produto vectorial **¥**;

&) [®- .

Ora, se escolhermos como eixo do g uma petpendicular
aos pratos do condensador, tendo a velocidade 1p uma direc-

* Rayleigh, Phil. Mag. (6) 4 (1902), pig. 678.
** Brace, Phil. Mag. (6) 7 (1904), pig. 317.

*%* Trouton ¢ Noble, Phil. Trans. Roy. Soc. London, A 202,
1903, pig. 165. Uma descricdo desta experiéncia € dada em Theoretical
Physics, by Georg Joos, 2. ed., pdg. 468 (N. T.).

*%%% Um vector serd designado por uma letra gética ¢ a sua gran-
deza pela cotrespondente letra latina.

**%#%%  Ver o meu artigo «Weiterbildung der Maxwellschen Theorie,
Elektronen Theorien» na Mathematischen Encyklopidie (V 14, § 21a),
A referéncia a este artigo serd feita com a indicagio «M. E..
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¢do arbitriria; ¢ se for U a energia do condensador, cal-
culada da maneira habitual, as componentes de @ sio dadas
pelas seguintes férmulas, exactas até i primeira ordem *:

2U
= w, 6,=2w,, 6-0

Substituindo estes valores em (1), obteremos para compo-
nentes do momento, com exactiddo até 3 segunda ordem:

2U 2U
7,—&),!13;, —Tg—mxm;; 0'

Estas expressGes mostram que o cixo do momento é
paralelo aos planos dos pratos, e é perpendicular i trans-
lagio. Se for a o 4ngulo entre a velocidade e 2 normal

aos pratos, a grandeza do momento serd U w2 sen 24; ele
¢ .

tende a fazer rodar o condensador para uma posigio em
que os pratos fiquem paralelos a0 movimento terrestre.

No aparelho de Trouton e Noble o condensador estava
fixado 2 haste de uma balanga de torgio com sensibilidade
suficiente para ser deflectida por um momento com a ordem
de grandeza mencionada. Nenhum efeito pdde no entanto
ser observado. '

2. As experiéncias de que falei nfo s3o a \nica razio
que torna desejivel um novo exame dos problemas rela-
cionados com o movimento da Terra **, Em relagio 2 teoria
até agora aplicada aos fenémenos eléctricos e 6pticos dos
corpos em movimento Poincaré opds como objecgio o facto
de ter sido necessiria a introdugio de uma nova hipétese
para explicar o resultado negativo de Michelson, e de isto

* M. E, § 56, c
**  Poincaré, Rapports du Congrés de Physique de 1900, Paris, 1,
péags. 22-23.
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poder vir a ser necessdrio cada vez que novos factos se tor-
nem conhecidos. E sem ddvida um pouco artificial este
recurso 2 invengdo de hipdtescs especiais para cada novo
resultado experimental. Seria mais satisfatério que fosse pos-
sivel mostrar, por meio de certas hipéteses fundamentais e
sem desprezar termos de nenhuma ordem .de grandeza,
que muitas acgdes electromagnéticas sio completamente
independentes do movimento do sistema. Hé alguns anos
tinha eu ji procurado construir uma teoria deste género *.
Creio que € agora possivel tratar o assunto com melhor
resultado. A velocidade serd apenas sujeita A restrigio de
ser menot do que a velocidade da luz

3. Tomatei como ponto de partida as equagdes fun-
damentais da teoria dos electrdes **, Seja b o deslocamento
eléctrico no éter, ) a forca magnctica, p a densidade volu-
métrica da carga de um electrio, v a velocidade de uma pat-
ticula dessas, | a for¢a ponderomotriz, isto é, a forga, medida
por unidade de carga, que o éter exerce sobre um elemento
de volume de um clectrio. Entdo, se utilizarmos um sis-
tema de coordenadas fixo, teremos

divd=p, divh=0,
rot = (b + pv),
@)

1 .
rot p = — v b,
iy 1
f=0» +7[D-[)].
Admitirei agora que o sistema se move como um todo

na direcgdo do eixo do x com uma velocidade constante w,

* Lorentz, Zittingverslag Akad. Wet. 7 (1899), pig. 507;
Amsterdam Proc. 1898-99, pig. 427.
** M. E,§2
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e designarei por y qualquer velocidade que um ponto do
electrio tenha além desta, de modo que v, = » + 1,
vy=1,, Dr=1U,.

Se, a0 mesmo tempo, as equagdes (2) se referirem a
eixos que s¢ movam com o sistema, elas tomardo a forma

div p =¢, divh=0,
db: _ by _ i(i-—-w()%)bx+—i-p (w + 1)

0y 02 ¢ \g#

B e (D ad)s, 4o,

Dy e = 2(2—wL)b, + 1o u,
= (G i
o T
B8 —2(3r3)

fx=1bx+ l,(u.v[)z_uz[)y)’
fy= by—%”’fh L l,(usz— u.h.),

fo=bs+—wh, + 1 (u.f,—u,5s).

4. Vamos agora transformar estas férmulas por intro-
dugdo de novas varidveis. Tomando

1) e

¢t —wt

e designando por / uma outra quantidade numérica a determi-
nar mais tarde, tomarei como novas varidveis independentes

©) x' = klx, .}"=1}': {"‘_‘1{
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©) r=tt—kEx
¢ definirei dois novos vectores pelas férmulas

5 b , _ &k w . __ &k
bx—Fbg, b’—ﬁ‘(by_"_bl), bl _F(bl + %b’)'

’ 1 ’ k ’ k
Bomwhe 0= (0+ 50) 0= 2 (0. —5,),
que em virtude de (3) também poderemos escrever:

by = /207, D, = kJ2 (b’, = % b,‘), b, = k&2 (b',,— ; 5';),

(6) ’ ’ » ’ w
be=15n B,=K2(§,— ), b, = &2+ 3 D)).

O coeficiente / deve ser uma fungio de » tal que para
w = 0 tome o valor 1 ¢ para pequenos valores de » s6 difira
de 1 em quantidades de segunda ordem.

A varidvel #* pode ser designada por «tempo local»;
com cfeito, para £= 1, /=1, ela identifica-se com o que
anteriormente designei por esse nome. Tomemos finalmente:

1 ,
™ W=
® R, =y, Au,=u, Au =,
¢ consideremos estas ultimas grandezas como compéncntcs

de um novo vector u’. Entdo as equagdes tomardo a scguinte
forma 1):

div o' =(1—222) ¢, div’ ' =0,

pE )

] 1 . 1 81)' tyy?!

(9) rot b = 7(57 + pu ):
5 T 1 ab'
rot b ——TW’

(18]



fx= [Zb' + Iz_l_(ulyb,:_u'gb'y) + [2_(u ’b i +u b )’
(10) f.v b’y + 1;_. : (Wwh'>— xblt)—"—_ u'xb'p
fom W+ s, — ) — 2 S,

Os simbolos div’ e rot’ de (9) correspondem 20s simbolos
div e rot em (2), com a diferenga apenas de que a diferen-
ciagio em relagdo a x, y, g deve ser substituida pela diferen-

ciagio em relagio a x’, ', 3’ *.

5. As equagdes (9) levam 3 conclusio de que oOs vec-
tores D’ e §)’ sdo representiveis por um potencial escalar q;
e por um potencial vector q’.

Estes potenciais satisfazem as equagBes **

(11) A'?'—li—-— —~p’

* Deve notar-se que, neste trabalho, eu ndo cheguei a atingir
totalmente as equagdes de transformagio da teoria da relatividade de
Einstein. Nem a equagdo (7) nem as férmulas (8) tém a forma dada por
Einstein ¢, em consequéncia disso, ndo cheguei a fazer desaparecer o termo

gl pelo que ndo consegui dar as férmu-

las (9) uma forma rigorosamente vélida para um sistema em repouso.
Dependem desta circunstincia os embaragos em que esbarram muitas
das consideragdes ulteriores deste trabalho.

Pertence a Einstein o mérito de ter sido o primeiro a enunciar
o principio da relatividade como uma lei geral, rigida e exacta.

Acrescento a isto a observagio de que Voigt j& no ano de 1887
(Géttinger Nachrichten, pig. 41), num trabalho «Uber das Dopplersche
Prinzip» aplicou a equagdes da forma

A'nb—ix?;g“o

uma transformagio que € equivalente 4 contida nas equagdes (4) ¢ (5)
do meu trabalho (observagio de H. Lorentz, 1912).

** M. E. §§ 4 ¢ 10.
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1) A= =GP

e
Os vectores b’ ¢ |’ podem scr representados em fungio
dos potenciais da seguintc mancira:

’ 1 ’ ’ ’ ’
a3 b =—T% grad' g +Zgnd o,
(14) §’ = rot’ a’.
O sfmbolo A\’ é uma abreviatura para ')—1, - —)‘?7—1 + ‘)L;-‘ e
0y
0 v

grad’ ¢’ deslgna um vector cujas componcntes sio -—

09 0¢
Yo%
pondente,

Para obter de maneira simples a solugio de (11) e (12),
tomemos x’, y’, ¥’ como coordenadas de um ponto P’ num
espago S’ e atribuamos a este ponto para cada valor de #,
os valores ¢/, ', ¢, @', que pertencem a0 ponto correspon-
dente P (x, y, 7) do sistema electromagnético. Para um dado
valor # da quarta varidvel independente, os potenciais ¢’ ¢
a’ no ponto P do sistema, ou no ponto correspondente P’
do espago S”, sio dados pelas equagbes *:

- [e'] ¢
(15) ¢ = f ds’,

’_ [ew] jo
(16) “-m_/—w—""

Aqui 45’ é um elemento do espago S, 7 a sua distincia a P/,
e os parénteses designam a grandeza ¢’ e o vector o’ 1’ tais

d ’
— ; a expressio grad’ g’ x tem um significado corres-

r
como eles se apresentam no elemento 45” para o valor # ——
da quarta varidvel indcpendente.

* M. E. §§5e 10
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Em vez de (15) e (16) podemos também, tendo em
conta (4) e (7), escrever:

’ 1 3
) = f Lel js.

s 1 [pu’l
(18) “'E&f U1 s,

I

sendo aqui as integragdes feitas sobre o préprio sistema
electromagnético. Deve ter-se bem em conta que, nestas
equagdes, 7* nio designa a distincia entrec o elemento dS e
o ponto (x, y, g) para o qual se deve efectuar o célculo.

Se o clemento se caracterizar pelo ponto (xy, yi, 31)
deveremos tomar

r=IlVEE—x)+(—n?+E —)>

Se quisermos determinar ¢’ e @’ para o instante em que
o tempo local em P ¢ igual a #', deveremos darap e a p u’
o valor que eles possuem no elemento 4S5, no tempo local

”
Y — - desse elemento.

6. Basta considerar dois casos particulares para o fim
que temos em vista, comegando pelo de um sistema electros-
titico, isto ¢, um sistema em que o Unico movimento é uma
translagio de velocidade w. Neste caso é y’ = 0, portanto,
em virtude de (12), a’ = 0.

Além disso, ¢’ é independente de #, de modo que as equa-
¢oes (11), (13) e (14) se simplificam em

3 * 'A, ?/ e P’)
19
( ) { b, e gtad' ?/, bl == O.

Depois de termos determinado com estas equagdes
o vector p’, ficamos também a conhecer a forga eléctrica

[21]



que actua sobre electrdes do sistema. Como 1’ = 0, as equa-
¢oes (10) referentes a ela tomam a forma

- 2y 2o
(20) Tx=lzb-\" {y_‘:fby’ fzz"k'b:'
O resultado pode exprimir-se numa forma simples se se
comparar o sistema mével 3, que estamos agora a consi-
derar, com um sistema em repouso Z’.

Este deve obter-se de Z multiplicando os comprimentos
paralelos 20 eixo do x por £/ ¢ os paralelos aos eixos do y e
do g por /. Usaremos como simbolo adequado para esta
deformagio (£, /, /). Neste novo sistema, que podemos con-
siderar colocado no espaco S’ acima mencionado, démos
2 densidade o valor ¢’, calculado com (7), de tal modo que
sejam iguais em 2 e 2’ as cargas de elementos de volumes
correspondentes e de electrdes correspondentes. Obteremos
entdo as forcas que actuam sobre os electrdes do sistema
mével 2, se antes determinarmos as forgas correspondentes em
2’ e depois multiplicarmos as suas componentes na direcgio
do eixo de x por /2 e as componentes perpendiculares a essas

por%. Usaremos como férmula adequada para exprimir
isto a equagio
2 B3

) § @) =(27g)8E)

Notemos ainda que, com o auxilio do valor de b’ cal-
culado por meio de (19), se podem exprimir facilmente as
_quantidades de movimento no sistema mével, ou antes, -
as suas componentes na direcgio do movimento. Com efeito,

a equagio
® =%f[b.(,]ds,

[22]



mostra que
1
®: = % [ (5, 5,—.5,)dS
.dondc, em vista de (6), e por ser ' = 0:

22) 8, = £02 (5,2 + 9 a5 = 212

(b2 + ¥',2) 45",

2
7. Como segundo caso especial consideremos uma pat-
ticula com um momento eléctrico, isto ¢, um pequeno espago S

com a carga total nula f pdS =0, mas com uma tal densi-

dade de distribuigio que os intcgraisfpxd.f,fpjd.f,fpgds
tém valores diferentes de zero.

Sejam x, y, z as coordenadas tomadas em relagio a
um ponto fixo A da particula —ao qual chamaremos cen-
tro — e definamos o momento eléctrico por um vector p
com as componentes

(23) px=ﬁxd.f, p,:fpyd&', p,:fpzds,

E entio

d d p:
82— fpueds, 87 = fpuyis, 252= frm,ds.

24

Se x, y, z forem considerados infinitamente pequenos, tam-
bém naturalmente o serdo 1., u,, u,. Desprezaremos os qua-
drados e os produtos destas seis grandezas.

Utilizaremos agora a equagio (17) no cilculo do ponten-
cial escalar ¢’ para um ponto exterior P (x, y, g) 2 uma dis-
tincia finita da particula polarizada, no instante em que o
tempo local deste ponto tem um déterminado valor t’. Ao

[23]



fazermos isto, daremos ao simbolo [¢], que em (17) corres-
ponde ao instante em que o tempo local em dS ¢ igual a

”
#’ — —-, um significado um pouco diferente.

Dc51gnemos por r’y o valor de r’ para o centro A e enten-
damos entdo por [o] o valor da densidade no ponto (x, y, z)

no instante 7y em que o tempo local de A4 ¢ igual a # — -2

De (5) resulta que este instante é anterior aquele a que
se refere o numerador de (17), antecedendo-o em

2.2 Erg—r _gaw R (I or o
kc’x / c kc"lec(x()x_*—y()_y—*-z()z)

unidades de tempo. Nesta wltima expressio-podemos tomar
para as derivadas os seus valores no ponto A.
Temos agora que substituir em (17) [¢] por

25 »[ij-kzgx[%;]juil(xo_rJr )[

e . .
onde[i;‘;] se refere, outra vez, ao-instante 7y. Se tivermos
i

fixado o valor # para o qual o cilculo deve ser efectuado,
este tempo #y serd uma fungio das coordepadas x, y, g do
ponto exterior P.

O valor [p] dependeri consequentemente destas coor-
denadas, e facilmente se vé que

Por isso (25) torna-se igual a

-0 a4 (<52 30

[24]



Por outro lado, se designarmos daqui em diante por 7’

. g 1 :
a grandeza a que acima chamdmos 1), o factor — deverd
&

ser substituido por

de modo que, finalmente, o clemento S’ que figura no inte-
gral (17) deve ser multiplicado por

Esta forma ¢ mais simples do que a original porque
nem 7’ nem o tempo para o qual se devem considerar as gran-
dezas entre paréntescs dependem de x, y, z. Utilizando (23)

¢ recordando que f ¢dS =0, obtém-se

, » 30-\'- _ 1 J [» x]_
=Rl

Nesta cquagdo, todas as grandezas contidas dentro do
parénteses devem ser tomadas para o imstante para o qual
o tempo local do centro da particula é igual a # — L"-

Encerramos estas consideragdes com a introdugio de
um novo vector p’ cujas componentes s3o

(26) Ve=klpe, Vy=1Ipy, PVi=!p:

Ao mesmo tempo mudamos de varidveis independentes,
passando para x’, ¥, 2/, #. O resultado final é




A transformagio da equagdo (18) para o potencial vec-
tor é menos dificil, porque ela contém o vector infinita-
mente pequeno 11’ : '

Atendendo a (8), (24), (26) e (5) encontra-se

o et 21F]
dmer gt "

O campo produzido pela particula polarizada estd agora
inteiramente determinado. A equagio (13) conduz a

P ) €0 R S I 7%
@ e L F——'—grad{ax,-—r,—-f-

Pl 9 (),

e o vector [y’ € dado por (14). Podemos ainda aplicar as equa-
goes (20) em vez das equagdes originais (10) se quisermos
considerar as forgas excrcidas por uma particula polarizada
sobre outra aniloga, colocada a uma certa distincia dela.
De facto, tal como para a primeira particula, podemos con-
siderar para a segunda as velocidades 1 como infinitamente
pequenas.

Deve notar-se que as equagdes para um sistema em
repouso estio contidas nas férmulas dadas. Para um tal
sistema, as grandezas com «plica» tornam-se idénticas as
correspondentes grandezas sem «plican; além disso £ e /
tornam-se iguais a 1. As componentes de (27) sio a0 mesmo
tempo as da forga eléctrica que uma particula polarizada
exerce sobre outra. ’

8. Até aqui apenas utilizimos as equagdes fundamentais
sem nenhuma nova hipétese. Farei agora a suposigio de que
os electries que, no estado de repouso, considero como esferas de
raio ‘R, sofrem altera¢do nas suwas dimensoes por efeito de uma trans-
lagdo, tornando-se kI veges menores as dimensies paralelas & direc-
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¢do do movimento ¢ | vexes menores as perpenditulares aquela
direcgao.
Durante esta deformagio, que pode ser representada por

(%, %, —1—) , deve cada elemento de volume conservar
a sua carga.

A nossa hipétese conduz a que, num sistema electros-
titico 2 que se desloca a uma velocidade », todos os elec-
trdes sofrem um achatamento, tornando-se elipsoides cujos
eixos menores estio dispostos na direcgio do movimento.

Se agora, para podermos aplicar o principio do § 6,
sujeitarmos o sistema A deformagio (&/, /, /), novamente
obteremos electrdes esféricos de raio R. Se, além disso,
alterarmos a posigio relativa dos centros dos electrdes em 2
por meio da deformagio (&/, /, /) e colocarmos nos pontos
assim obtidos os centros de electrdes esféricos em repouso,
obteremos um sistema que € idéntico ao sistema imagini-
rio 2’ de que falimos no § 6. As forgas neste sistema e as for-
¢as no sistema 2 mantém entre si a relagio expressa por (21).

Em . segundo Iugar, admitirei que as forgas entre particulas
sem carga, bem como as forgas entre tais particulas e electries,
se comportam numa translagdo exactamente da mesma maneira
gque as forgas eléctricas num sistema electrostitico.

Por outras palavras: —Seja qual for a natureza das par-
ticulas de um corpo ponderivel — contanto que entre elas
nfo haja movimento relativo, devem as forgas actuantes no
sistema em repouso 3’ estar relacionadas com as actuantes
no sistema em movimento 2 pela equagio (21), se a cor-
respondéncia de posigio entre particulas for tal que 2’
resulte de 2 pela deformagio (&/, /, /) e portanto 2 de 3’

1 1 1
pela deformagio (ZI-’ - T)'
Daqui resulta que sempre que a forga resultante das
forgas que actuam sobre uma particula em 3’ se torna nula,

[27]



o mesmo deverd acontecer para a correspondente parti-
ticula em 2. Nio consideraremos o efeito do movimento
molecular e admitiremos que num corpo rigido h4, para
cada particula, equilibrio entre as atracgdes e repulsdes que
sobre ela exercem as particulas vizinhas.

Se, além disso, admitirmos mais uma vez que nio h4
senio #ma configuragio de equilibrio possivel, poderemos
concluir que o sistema 3’ se transforma, por si préprio, no
sistema 2, se se lhe comunicar a velocidade w. Por outras

palavras, a translacio produy a deformagio (%, ll’ -;-)

O caso do movimento molecular serdi considerado
no § 12.

Vé-se ficilmente que a hipStese levantada anterior-
mente a propésito da experiéncia de Michelson se mantém
no que se acaba de expor. Contudo a presente hipétese é
mais geral, porque a tnica limitagio imposta a0 movimento é
que a sua velocidade seja mais pequena do que a da luz.

9. Estamos agora em posigio de calcular a quantidade
de movimento electromagnético de um sé electrdo. Para
simplificar, considerarei a carga distribuida sobre a super-
ficie de maneira uniforme, enquanto o electrio estiver em
repouso. Entio, haverd uma distribuigido do mesmo género
no sistema 3, com a qual teremos de entrar em conta no
ultimo integral de (22).

Consequentemente serd

’ ’ 1_2 ’ I_‘2 d’_ a8
f(b,2+b,2) s "’3"_/‘1’2” T 6r) ¥ 6nR
i R
2
e B = 5o g Mo

Deve ter-se em atengio que o produto £/ é uma fungio
de » e que, por razdes de simetria, o vector @ tem a direcgio
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da translagio. Se designarmos por 1 a velocidade deste movi-
mento, teremos em geral a equagio vectorial

e2
(28) . O=gmgHw

Ora toda a mudanga no movimento de um sistema
implica uma correspondente alteragio na quantidade de
movimento electromagnética ¢ requer, por isso, uma certa
forga cuja grandeza e direcgdo sio dadas por

(29) §=

A equagio (28) s6 pode ser aplicada em rigor ao caso
de uma translagio rectilinea e uniforme. Em virtude desta
circunstincia, e ainda que (29) continui a ser vilida, a teoria
de movimentos de variagio ripida de um electrio torna-se
muito dificil, tanto mais que a hipétese do § 8 implica que
a grandeza e a direcgdo da deformagio se modifiquem conti-
nuamente. E mesmo pouco provivel que a forma do elec-
trdo fique determinada apenas pela velocidade no instante
considerado.

No entanto, obteremos uma aproximagio suficicnte
‘na utilizagio de (28) para cada instante, se nos limitarmos a
alteragdes suficientemente” lentas de velocidade. A aplica-
¢do de (29) sobre uma tal translagdo guase estaciondria, como
lhe chamou Abraham *, é muito simples.

Seja num determinado instante j1 a aceleragio na direc-
¢io da trajectoria e j, a aceleragio na direcgio perpendi-

* Abraham, Ann. Phys. 10 (1903), pag. 105.
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cular. Entdo, a forga § admite duas componentes, com as direc-
¢Oes destas aceleragdes dadas por

Fri=mi1 ¢ Fo=mj2
sc

(30) —_ dkb) =

Resulta daqui que o electrio se comporta como sé tivesse
a massa #; nos fenémenos em que intervém uma aceleragio
na direcgio do movimento, € como se tivesse a massa m;
quando a aceleragdo é perpendicular 2 direcgdo do movi-
mento. Estas grandezas m; e m, sdo, por este motivo, ade-
quadamente denominadas de massas electromagnéticas «lon-
gitudinaly e «transversald, Admito gue, além delas, nao existe
qualguer massa «verdadeiran ou «materialy.

Como £ e / diferem da unidade por quantidades da

ordem de e , encontramos uenas velocidades
o para  peq

e

m=M = R AR

Esta é a massa que intervém nos cilculos quando os elec-
trdes efectuam pequenas vibragdes num sistema sem trans-
laggo. Quando, porém, as pequenas vibragdes dos electrdes
se verificam num corpo que se move com a velocidade »
na direcgiio do eixo do x, entdo teremos que entrar nos cél-
culos com a massa »y dada por (30), se considerarmos as vibra-
‘gOes paralelas 20 eixo do x; € com a massa m,, se conside-
rarmos as vibragdes paralelas a OY ou OZ.
Assim, em forma abreviada

() m(3)= (2812, b, k) m(2),
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onde o simbolo 2 representa o sistema mével e 3’ o sis-
tema em repouso.

10. Podemos agora passar a investigar a influéncia do
movimento terrestre sobre fenémenos Gpticos num sistema
de corpos transparentes.

Dirigimos aqui a nossa atengio para os momentos eléc-
tricos varidveis nas particulas, ou «itomos», do sistema.
Podemos aplicar a esses momentos o que foi dito no § 7.
Para simplificar, admitiremos que em cada particula a carga
estd concentrada num certo nimero de electrdes separados.
Além disso, as forgas «eldsticas» que actuam sobre um des-
tes electrdes e determinam, juntamente com as forgas eléc-
tricas, o seu movimento, devem ter a sua origem dentro
dos limites do mesmo 4tomo.

Vou mostrar que cada estado de movimento possivel
num sistema nio animado de translagio pode ser posto em
correspondéncia com um estado -de movimento, igualmente
possivel, nesse mesmo sistema, quando animado de trans-
lagdo, sendo a forma dessa correspondéncia caracterizada
do medo seguinte:

a) Sejam Ay, Ay, Ay, etc., os centros das parti-
culas no sistema 3’ que n3o tem translagio. Ndo entraremos
em consideragio com movimentos moleculares e suporemos
estes pontos em repouso.

O sistema de pontos Ay, A, Aj, etc., formado pelos
centros das particulas no sistema mével 2, obtém-se a par-
tir de Ay, Ay, A3y, etc, por meio de uma deformagio

(#p7+7)
7T

De acordo com o que foi dito no § 8, os centros das
particulas tomardo por si préprios as posi¢oes Ay, Ay, A3z,
etc., se inicialmente, isto é, antes da translagio, eles tiverem
ocupado as posigdes Ay’, Ay, Ay, etc.
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Vamos imaginar que cada ponto P’ do espago do sis-
tema 3’ se transfere para um determinado ponto P de 2
por efeito da referida deformagio. Definiremos ainda uma
correspondéncia temporal para os pontos P’ e P, estabele-
cendo que a localizagio de P’ no tempo verdadeiro é idén-
tica 4 localizagio de P no seu tempo préprio, calculado
por meio de (5). Para duas particulas, consideraremos como
tempos correspondentes aqueles que se correspondem para
os centros A’ e A dessas particulas.

b) Pelo que diz respeito ao estado interno dos 4to-
mos, admitiremos que a configuragio de uma particula A
em 2, para um determinado instante, se deduz da configu-
ragio da particula correspondente em 2, no correspon-

s T): Bata
hipétese é aplicivel a prépria forma dos electrdes e, nesse
caso, estd incluida na primeira das hipéteses que fizemos
no § 8.

Com as premissas @) e ) poderemos determinar com-
pletamente, como € evidente, um estado do sistema mével 2,
partindo de um estado cfectivamente existente no sistema 3’.
Mas estd ainda em aberto a questdo de saber se aquele estado
assim determinado é ou nio um estado possivel.

Para decidirmos isto notemos, antes de mais nada, que
os momentos eléctricos — que, por hipétese, intervém no
sistema movel, e que designaremos com o simbolo p — sdo
fungdes determinadas das coordenadas x, y, g, dos centros A
das particulas (ou, como diremos, das coordenadas das par-
ticulas) e do tempo # As equagbes que exprimem as rela-
goes entre p, por um lado, e x, y, g, #, por outro, podem ser
substituidas por outras equagdes, que contém o vector p’
calculado com (26) e as grandezas x’, y’, g/, # definidas por
mcio de (4) e (5).

dente instante, por meio de defotmagao(
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Se houver agora um momento eléctrico p numa par-
ticula 4 do sistema mével, cujas coordenadas sejam x, y, g
no tempo # ou no tempo local #, entdo, de acordo com as pre-
missas 4) e b), existirdi também no outro sistema, numa par-
ticula com as coordenadas x’, y’, ¢’ € no tempo verdadeiro #,
um momento que € justamente representado pelo vector p’
determinado por (26). Vé-se deste modo que as equagdes
entre p’, X, ¥, g, ¥ sdo as mesmas para os dois sistemas,.
com a unica diferenga de que para o sistema 2’, que ndo tem
translagio, estes simbolos representam o momento, as coor-
denadas e o tempo verdadeiro, a0 passo que para o sistema
mével tém outra significagio: porque aqui p’, X', ¥, 3/, ¥
estio ligados a0 momento p, 3s coordenadas x, y, 3, € a0
tempo geral # pelas relagdes (26), (4) e (5).

J4 foi dito que a equagio (27) se aplica a ambos os sis-
temas. O vector b’ é por consequéncia em 2’ o mesmo que
em 2, sob a condigio de compararmos sempre locais e tem-
pos correspondentes. No entanto, o vector nio tem nos
dois casos 0 mesmo significado: em 3’ ele representa a forga
eléctrica, a0 passo que em 2 representa uma forga relacio-
nada com aquela forga eléctrica por meio de (20). Podemos,
por isso, concluir que as forgas eléctricas que em 2 e 2’
actuam, em instantes correspondentes, sobre particulas cor-
respondentes estio entre si relacionadas por meio de (21).
Em virtude da nossa premissa b) combinada com a segunda
hipétese do § 8, a mesma relagio tem validade entre forgas
«eldsticas». A equagdo (21) pode, por consequéncia, ser con-
siderada também como expressio da relagio entre forgas
totais actuantes entre electrdes correspondentes em instan-
tes correspondentes.

E agora claro que o estado que antes atribuimos ao
sistema mével é realmente possivel, se em 2 e em 2’
os produtos da massa m pela aceleragio de um electrio
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estiverem entre si na mesma relagio que as forgas, isto
é, se for

32) mi(3) = (12,2, B)mj(2).
Ora para as aceleragdes temos
(33) §(2) = (5 50 M} (2

como se deduz de (4) e (5). Se combinarmos este resultado
com (32) obteremos para as massas

m () = (A3, &l kly m (3°).

Um confronto com (31) mostra que, sejam quais forem
os valores de /, esta condigdo é sempre satisfeita pelo que se
“refere 4s massas que intervém nos célculos relativos a vibra-
¢oes perpendiculares 2 direcgdo de translagio. A vnica con-
digdo que hd a impor a / serd entdo:

d(klw)
g5 = .

Mas como, em virtude de (3)

d(kw)
S =k
serd

— =0, /= constante.
I[W

O valor da constante deve ser 1, visto que nds sabemos ji
que, para w =0, é /= 1.

Somos assim levados a admitit que a influéncia de uma
translagdo sobre a grandeza ¢ a forma (tanto de um electrdo iso-
lado como de um corpo ponderdvel considerado como um todo) fica
Jimitada as dimensoes que sdo paralelas & direc¢ao do movimento,
as quais se tornam k vezes menores do que no estado de repouso.
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Se acrescentarmos esta hipétese s que j4 tinhamos admi-
tido, poderemos afirtnar com seguran¢a que se, para um sis-
tema em repouso, é possivel um determinado estado, para
o mesmo sistema, quando animado de movimento de trans-
lagio, é possivel o estado que corresponde ao primeiro nas
condigBes atrds estipuladas.

Esta correspondéncia nio se restringe, alids, aos momen-
tos eléctricos das particulas: em pontos correspondentes,
quer estejam situados no éter existente entre as particulas,
quer estejam no éter que envolve os corpos ponderiveis,
encontramos, para tempos correspondentes, 0 mesmo vec-
tor b’ e, como ficilmente se prova, o mesmo vector f".
Podemos entdo, resumindo, afirmar que: quando no sistema
em que nio h4 translagio se estabelece um estado de movi-
mento para o qual, num determinado local, as componen-
tes de p, b e §j sdo certas fungdes do tempo, poder-se-4 esta-
belecer no mesmo sistema, depois de posto em movimento
(e consequentemente deformado), um estado de movimento
em que as componentes de p’, d’, j’ sfo, num local corres-
pondente ao primeiro, as mesmas fungdes do tempo local.

Somente um ponto precisa ainda de ser considerado
com maior rigor. Como os valores das massas »y e m, foram
deduzidas da teoria do movimento quase estaciondrio,
levanta-se a questio da legitimidade de os fazer intervir
no célculo quando se trate das ripidas vibragSes luminosas.
Ora um estudo rigoroso mostra que o movimento de um
electrio pode ser tratado como um movimento quase esta-
ciondrio desde que seja pequena a alteragio desse movi-
mento durante o tempo em que uma onda de luz percorre
uma distincia igual ao didmetro.

E isso que se d4 nos fenémenos O6pticos, porque o
didmetro do electrio é extremamente pequeno comparado
com os comprimentos de onda.
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11. Facilmente se vé que a teoria exposta esclarece
um grande nimero de factos.

Comecemos por considerar um sistema sem translagio,
nalgumas partes do qual se tem permanentemente p =0,
=0, §)=0. _

Entdo, no estado correspondente do sistema animado
de movimento, teremos nas partes em correspondéncia com
as primeiras (ou, como alternativamente podemos dizer,
naquelas mesmas partes, depois de o sistema ter sofrido
deformagio) p’ =0, p' =0, §’ =0.

Como estas equagdes implicam p =0, b=0, h=0
como se deduz de (26) e (6), torna-se evidente que todas
aquelas partes que fossem escuras quando o sistema estava
em repouso, também o seriam com o sistema em movimento.
E por isso impossivel descobrir uma influéncia do movimento
terrestre em qualquer experiéncia Optica que seja feita ‘com
uma fonte luminosa terrestre € consista na observagio da
distribui¢do geométrica de luz e obscuridade. Muitas expe-
riéncias de interferéncia e difracgio s3o deste género.

Consideremos em segundo lugar dois raios de luz,
em idéntico estado de polarizagio, que passam em dois pon-
tos de um sistema, propagando-se na mesma direcgio. Pode
provar-se que a razio das amplitudes que a luz apresenta
nestes pontos nio é modificada por uma translagio. Este
facto encontra aplicagio nas experiéncias em que se faz
a comparagio de intensidades em regides do campo de visio
préximas uma da outra.

As conclusdes agora tiradas confirmam resultados ante-
riores, mas que foram obtidos com raciocinios em que se des-
prezaram grandezas de segunda ordem. Elas contém também
uma explicagio do resultado negativo de Michelson, expli-
cagio que é mais geral do que a dada anteriormente e um
pouco diferente dela na forma. Elas mostram ainda por que
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¢ que Rayleigh e Brace nio puderam observar nenhum ves-
tigio de dupla refracgio provocada pelo movimento ter-
restre.

O resultado negativo da experiéncia de Trouton e Noble
torna-se agora claro, desde que invoquemos as hipéteses
do § 8. Delas e do nosso ultimo pressuposto (a que fomos
conduzidos no § 10) deduz-se que a translagio nio produz
outro efeito que n3o seja uma contracgio de todo o sistema
de electrdes e outras particulas de que sio formados o con-
densador carregado, a haste e o fio da balanga de torgio.
Uma tal contracgio nio d4, porém, lugar a qualquer mudanga
de direcgdo perceptivel.

E quase desnecessirio fazer notar que é com todas
as reservas que apresento esta teoria. Se bem que, na minha
opinido, ecla possa dar conta de todos os factos bem estabe-
lecidos, no entanto conduz a algumas consequéncias que
a experiéncia ainda nio permite comprovar. Por exemplo,
deduz-se da teoria que o resultado da experiéncia de Michelson
deve continuar negativo, se os feixes luminosos interferentes
se fizerem passar através de um corpo ponderivel trans-
parente.

«A priori», n3o se pode afirmar que a nossa hipdtese
sobre a contracgio dos electrdes seja plausivel nem, tdo pouco,
que seja inadmissivel. O que nés sabemos sobre a natureza
dos electroes é muito pouco, e o tnico meio de progredir
consiste em submeter tais hipéteses a provas, como fiz aqui.
Surgem, naturalmente, dificuldades: por exemplo, logo que
entremos em consideragio com a rotagdo dos electrdes.
Talvez para os fendmenos em que hd rotagio de electrdes
esféricos, com o sistema em repouso, se deva admitir que
os pontos isolados desses electrdes passam a descrever
orbitas elipticas quando o sistema entra em movimento,
havendo entre essas Orbitas e as Orbitas circulares descritas
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com o sistema em repouso a correspondéncia especificada
no § 6.

12. Devemos ainda dizer algumas palavras sobre
o movimento molecular. Podemos - imaginar que também
0s corpos em ‘que esse movimento tem uma influéncia sen-
sivel ou mesmo predominante sofrem as mesmas deforma-
¢des que os sistemas em que até agora temos falado, para
os quais é constante a posigio relativa das particulas.

Com efeito, em cada um de dois sistemas moleculares
2’ e 2, dos quais s6 o segundo tem uma translagio, podemos
imaginar movimentos moleculares em correspondéncia tal
que, se uma particula de 3’ ocupa, num determinado ins-
tante, uma determinada posi¢io, também uma particula em 2
ocupard no instante correspondente a correspondente posi-
¢do. Assente isto, poderemos utilizar a relagio (33) entre
as aceleragdes em todos os casos para os quais a velocidade
do movimento molecular seja muito pequena em compa-
ragio com w. Nestes casos podem as forgas moleculares
considerar-se determinadas pelas posigdes relativas, inde-
pendentemente das velocidades do movimento molecular.
Se, finalmente, considerarmos a acgio destas forgas restrin-
gida a distdncias tio pequenas que, para as particulas interac-
tuantes, a diferenca de tempos locais se possa desprezar,
entio uma particula forma com aquelas que se encontram
no seu dominio de atracgio ou repulsio um sistema sujeito
A deformagio de que nos temos vindo a ocupar.

Em vista disto, e atendendo 4 segunda hipétese do § 8,
poderemos aplicar a equagdo (21) A resultante das forgas
moleculares que actuam sobre a particula. Em consequéncia,
verificar-se-4 em ambos 0s casos a necessiria relagio entre
as forgas e as aceleragdes, desde que admitamos que as massas
de todas as particulas sdo influenciadas por uma translagdo, no
mesmo grau em que o sdo as massas electromagnéticas dos electrdes.
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13. Os valores (30) que eu encontrei para as massas
longitudinal e transversal de um electrfo em fungio da veloci-
dade nfo coincidem com os encontrados anteriormente por
Abraham. A razio deve procurar-se s6 no facto de na teoria
de Abraham os electrdes serem tratados como esferas de
dimensdes invaridveis. Ora, os resultados de Abraham,
pelo ‘que diz respeito 2 massa transversal, s3o confirmados
de modo notivel pelas medigSes feitas por Kaufmann sobre
os desvios sofridos pelos raios do rddio em campos eléctricos
e magnéticos. Para ndo deixar subsistir uma objecgio muito
séria contra a minha teoria, terei que provar que estas medi-
¢bes coincidem quase tio bem com os meus resultados como
com os de Abraham.

Comegarei por me referir a duas séries de medigSes
que Kaufmann * publicou no ano de 1902. De cada série
deduziu ele duas quantidades » e {, os desvios «reduzidos»

eléctricos e magnéticos, que dependem da relagio f = %
do modo seguinte:

(34 B=kt, 4B =T
A fungio {(f) tem um valor tal que a massa transversal é
(35) m=2. 500

sendo £&; e k; constantes em cada série de medigSes. Da
segunda equagio (30) resulta que a minha teoria também
conduz a2 uma equagio da forma (35); deve apenas substi-
tuir-se a fungio de Abraham {(f) por

Sk=3(1—p)—+

* Kaufmann, Phys. Zeitschr. 4 (1902), pég. 55.
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A minha teoria exige pois que as equagdes (34) conti-
nuem vilidas depois de se substituir nelas $(f) por este
valor. Naturalmente, ser-nos-4 permitido, para obter uma boa
coincidéncia, atribuir a £&; e £, valotes diferentes dos de
Kaufmann; e, além disso, tomar para cada medigdo um valor
apropriado para a velocidade » ou para a relagio f. Se expri-

mirmos os novos valores por sk, % k3 e S’ poderemos

escrever (34) na forma

(36) B = sk~ c

@7 A—F9—i= g

Para por A prova as suas equagbes, Kaufmann escolheu
um valor tal para £; que, tanto quanto possivel, os valo-
res de f e A, com ele calculados por meio de (34) ficassem
constantes em cada série de mediges. Esta constincia era
a prova de uma coincidéncia suficiente.

Adoptei um procedimento anilogo quando me servi
de alguns dos nimeros calculados por Kaufmann. Calculei
para cada medigio o valor da expressio

(8) kY =1 —F)=5 (A

que se obtém quando se combina (37) com a segunda equa-
¢io (34). ’

Os valores para §(f) e &, sdo tirados das tabelas de
Kaufmann e para f’ tomei o valor que obtive multiplicando
por s o valor f encontrado por Kaufmann. Escolhi o coefi-
ciente s de tal modo que se obtivesse para a quantidade (38)
uma boa estabilidade. Os resultados constam das tabelas
seguintes, que correspondem as tabelas 111 ¢ IV do traba-
lho de Kaufmann.
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III. s = 0,933

B ¢(B) k2 B’ ko’
0,851 2,147 1,721 0,794 2,246
0,766 1,86 1,736 0,715 2,258
0,727 1,78 1,725 0,678 2,256
0,6615 1,66 1727 0,617 2,256
0,6075 1,595 1,655 0,567 2175

IV. 5= 0,954

B +(8) k2 B’ ko'
0,963 3,23 8,12 0,919 10,36
0,949 2,86 7,99 0,905 9,70
0,933 2,73 7,46 0,890 9,28
0,883 2,31 8,32 0,842 10,36
0,860 2,195 8,09 0,820 10,15
0,830 2,06 8,13 0,792 10,23
0,801 1,96 8,13 0,764 10,28
0,777 1,89 8,04 0,741 10,20
0,752 1,83 8,02 0,717 10,22
0,732 1,785 7,97 0,698 10,18

Como se vé, a estabilidade de £’2 nio € menos satisfat6ria

do que a de £,, tanto mais que, em cada um dos casos,
s foi calculado a partir apenas de duas medigdes. O coefi-
ciente foi escolhido por forma que, para as duas observagoes
que figuram em primeiro e em peniltimo lugares na tabela
III, e em primeiro e em tltimo na tabela IV, os valores de

k', sejam proporcionais aos de &;.

Vou considerar agora duas séries de medigoes tomadas
de uma publicagio posterior de Kaufmann *, as quais foram
tratadas por Von Runge ** pelo método dos minimos

*  Kaufmann, Goétt. Nachr., Math.-Phys. Klasse 1903, pig. 90.

**  Runge, loc. cit., pag. 326.
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quadrados. Ai os coeficientes £; e £, s3o calculados de tal
modo que os valores de n calculados com as equagbes de
Kaufmann (34), para cada { observado, coincidam o melhor
possivel com os valores de n observados.

Eu calculei, com a mesma condigio, e igualmente pelo
método dos minimos quadrados, os coeficientes 2 ¢ b da
equagio

n2=al2 4 b4

que se deduz das minhas equagdes (36) e (37).
Conhecendo 4 e b, calculei f para cada medigio com
a relagio

p=Var.

Para duas chapas fotogrificas sobre as quais Kaufmann
mediu os desvios eléctricos e magnéticos, obtém-se os seguin-
tes resultados, que apresentam os desvios expressos em
centimetros.

Chapa n.° 15. 2= 0,06489, & = 0,3039

” B
Cal- Cal-
Obser- | culado | Dif. | culado | Dif. Dicolk: pos
por R. por L. R. L.
0,1495 | 0,0388 | 0,0404 | — 16 | 0,0400 | — 12 | 0,987 | 0,951
0,199 | 0,0548 | 0,0550 | — 2 | 0,0552 | — 4 | 0964 | 0918
0,2475 | 0,0716 | 0,0710 | + 6 [ 0,0715| + 1| 0930 | 0,881
0,296 | 0,0896 | 0,0887 | + 9 00895 | + 1| 0,889 | 0,842
03435 | 0,1080 | 0,1081 | — 1 | 0,109 | — 10 | 0,847 | 0,803
0391 |0,1290 | 01297 | — 7 | 01305 | — 15 | 0,804 | 0,763
0,437 |0,1524 | 0,1527 | — 3 | 0,1532 | — 8 | 0,763 | 0,727
04825 | 01788 | 01777 | + 11 | 01777 | + 11 | 0,724 | 0,692
0,5265 | 0,2033 | 0,2039 | — 6 | 0,2033 0| 0,688 | 0,660
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Chapa n.° 19 <= 0,05867, &= 0,2591

" 8
Cal- Cal-
0":‘;' calado | Dif. | culsdo| Dif, | —ncuiado por
por R. por L. R. l L.
0,1495 | 0,0404 | 0,038 | + 16 | 0,0379 | + 25 | 0,990 | 0,954
0,199 | 00529 [ 00527 | + 2 | 00522 | + 7| 0,969 | 0,923
0,247 | 0,0678 [ 0,0675 | + 3 | 00674 | + 4 | 0939 | 0888
0,296 | 0,0834 | 0,0842 | — 8 | 00844 | — 10 | 0,902 | 0,849
03435 | 01019 | 01022 | — 3 | 01026 | — 7 | 0,862 | 0811
0391 | 01219 01222 | — 3 | 01226 | — 7 | 0,822 | 0773
0437 | 01429 | 01434 | — 501437 | — 8 | 0782 | 0736
04825 | 01660 | 01665 | — 5 | 01664 | — 4 | 0744 | 0,702
0,5265 | 0.1916 | 01906 | + 10 | 01902 | + 14 | 0709 | 0,671

Nio tive tempo para calcular as outras tabelas do tra-
balho de Kaufmann. Como, porém, tal como a tabela relativa
4 chapa n.° 15, elas comegam com uma diferenca negativa
relativamente grande entre os valores de n que foram obser-
vados e os que foram calculados por Von Rugen, podere-
mos esperar uma coincidéncia bastante com as minhas f6r-
mulas.

Nota do Tradutor

1) Sobre este cilculo pode ver-se a obra ji citada «The Theory of
Electrons», Lorentz, 2nd edition, Dover Publications, pig. 326.

[43]






A. EINSTEIN

SOBRE A ELECTRODINAMICA
DOS CORPOS EM MOVIMENTO

A INERCIA DE UM CORPO
SERA DEPENDENTE DO SEU CONTEUDO
ENERGETICO ?






SOBRE A ELECTRODINAMICA
DOS CORPOS EM MOVIMENTO *

Como ¢é sabido, a Electrodinimica de Maxwell — tal
como actualmente se concebe—conduz, na sua aplicagio a
corpos em movimento, a assimetrias que nio parecem ser ine-
rentes aos fenémenos. Consideremos, por exemplo, as acgdes
electrodinimicas entre um iman e um condutor. O fenémeno
observivel depende aqui unicamente do movimento relativo
do condutor e do iman, 20 passo que, segundo a concepgio
habitual, sio nitidamente distintos os casos em que o mével
é um, ou o outro, destes corpos. Assim, se for mével o iman
e estiver em repouso o condutor, estabelecer-se-4 em volta
do iman um campo eléctrico com um determinado contetido
energético, que dari origem a uma corrente eléctrica nas
regides onde estiverem colocadas porgdes do condutor.
Mas se € o iman que esti em repouso e¢ o condutor que estd
em movimento, entdo, embora nio se estabelega em volta
do iman nenhum campo eléctrico, hd no entanto uma forga
electromotriz que nio corresponde a nenhuma energia, mas
que di lugar a correntes eléctricas de grandeza e compor-

- tamento iguais 4s que tinham no primeiro caso as produzi-
das por forgas eléctricas — desde que, nos dois casos con-
siderados, haja identidade no movimento relativo.

* Reproduzido de Ann. d. Phys. 17 (1905).
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Exemplos deste género, assim como o insucesso das
experiéncias feitas para constatar um movimento da Terra
em relagio ao meio luminifero («Lichtmediumy») levam 2
suposicdo de que, tal como na Mecinica, também na Electro-
dinimica os fenémenos nio apresentam nenhuma particula-
ridade que possa fazer-se corresponder 4 ideia de um repouso
absoluto, Pelo contririo, em todos os sistemas de coorde-
nadas em que sdo vilidas as equagSes da mecénica, também
sio igualmente vélidas leis Opticas e electrodinimicas da
mesma forma — o que, até 4 primeira ordem de aproxima-
¢do, ji estd demonstrado *. Vamos erguer i categoria de
postulado esta nossa suposigio (a cujo conteido chamaremos
daqui em diante «Principio da Relatividade»); e, além disso,
vamos introduzir o postulado — sé aparentemente incom-
pativel com o primeiro —de que a luz, no espago vazio,
se propaga sempre com uma velocidade determinada, inde-
pendente do estado de movimento da fonte luminosa. Estes
dois postulados sio suficientes para chegar a uma electrodi-
nimica de corpos em movimento, simples e livre de contra-
digbes, baseada na teoria de Maxwell para corpos em repouso.
A introdugio de um «éter luminifero» revelar-se-4 supérflua,
visto que na teoria que vamos desenvolver ndo necessita-
remos de introduzir um «espago em repouso absoluto,
nem de atribuir um vector velocidade a qualquer ponto do
espago vazio em que tenha lugar um processo electro-
magnético. .

Essa tcotia vai apoiat-se — como qualquer outra Elec-
trodinimica — na cinemitica do corpo sélido rigido, uma vez
que as proposigdes dec uma tcoria deste género consistem

* O trabalho de H. A. Lorentz anteriormente reproduzido
nio cra' ainda conhecido do autor.
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na afirmagio de relagdes entre corpos rigidos (sistemas de
coordenadas), relégios e processos electromagnéticos. A insu-
ficiente atengdo a este facto € a raiz das dificuldades com que
presentemente se defronta a electrodinimica dos corpos em
movimento.

I. Parte Cinematica

§ 1. Defini¢ao de simultancidade

Consideremos um sistema dec coordenadas em que sejam
vilidas as equagdes da Mecdnica de Newton *. Cha-
mar-lhe-emos «sistema em repouso», para verbalmente o
distinguirmos dos sistemas de coordenadas que mais tarde
vamos introduzir, e para precisar ideias. Se um ponto mate-
rial estiver em repouso em relagio a este sistema de coor-
denadas, a sua posicio em relagio a cle pode determinar-se
mediante o emprego de réguas rigidas ¢ a utilizagdo de méto-
dos da geomectria euclidiana, e pode exprimir-se em coor-
denadas cartesianas.

Se quisermos descrever o movimento de um ponto mate-
rial, ndo teremos mais do que dar o valor das suas coorde-
nadas em fungio do tempo. Mas devemos agora ter em aten-
¢io que uma tal descrigio matemdtica s6 tem sentido fisico
se definirmos claramente o que aqui se entende por «tempon.
Temos que ter em conta que todas as nossas apreciagOes
em que intervém o tempo sdo sempre apreciagbes sobre
acontecimentos simultineos. Quando eu digo, por exemplo:
«aquele comboio chega aqui as 7 horasy, isto significa:
«@ indicagio 7 dada pelo ponteiro pequeno do meu relo-

* Deve entendet-se: «vilidas em primeira aproximagdon.
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gio e a chegada do comboio sio acontecimentos simulti-
neos» *,

Poderia parecer que todas as dificuldades em que tro-
peca a definigio de «tempo» poderiam ser eliminadas se,
em vez de tempo, eu dissesse «posi¢io do ponteiro pequeno
do meu relégion; uma tal definigdo satisfaz, de facto, quando
se trata de definir «tempo» exclusivamente para o lugar em
que se encontra colocado o relégio; mas a definigio ji nio
basta quando se pretenda estabelecer uma relagio temporal
entre séries de acontecimentos que se desenrolam em luga-
res diversos, ou—o0 que equivale a0 mesmo — quando
se trata de localizar no tempo acontecimentos que se pro-
duzem longe do reldgio.

Poderiamos, é certo, contentat-nos com uma ordenagio
temporal dos acontecimentos, feita por meio de um obset-
vador colocado na origem das coordenadas e munido de
um relégio. Este observador receberia os sinais luminosos
enviados através do espago vazio por cada um desses aconteci-
mentos, ¢ ordenaria estes segundo as indicagSes dadas pelo
relégio 2 chegada dos respectivos sinais.

Mas uma tal coordenagio tem a desvantagem de nio ser
independente da localizagio do observador, como mostra
a experiéncia. Chegaremos a um processo de determinagio
muito mais pritico através da consideragio seguinte.

Se num ponto A4 do espago estiver situado um rel6-
gio, torna-se possivel para um observador que também af
se encontre determinar temporalmente os acontecimentos
da vizinhanga imediata de A, bastando-lhe para isso recor-

* A inexactidio que h4 no conceito da simultancidade de dois
acontecimentos que se produzem (aproximadamente) no mesmo lugar,
e que também tem de ser resolvida por uma abstracgio, ndo serd dis-
cutida aqui.
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rer a posigdes do ponteiro do ‘relégio quc sejam simulté-
neas a tais acontecimentos. Se no ponto B do espago tam-
bém se encontrar um relégio que scja-— importa acen-
tud-lo— um «relégio de funcionamento idéntico ao relé-
gio de A», também um observador colocado em B poderi
fazer a determinagio temporal dos acontecimentos que
ocorram na vizinhanga imediata de B. Mas nio ¢ possivel,
se nio se estabclecerem ultetiores condigdes, fazer a com-
paragio temporal de um acontecimento «m .4 com um acon-
tecimento em B: até agoia temos apenas um «tempo A» e
um «tcmpo B», mas nio definimos um «tempo» comum a
A e B. Este tempo pode ser definido agora, se estabelecer-
mos como defini¢do que o tempo de que a luz necessita para
ir de A4 até B ¢ igual a0 tempo de que ela necessita para ir
de B até A. Isto é: se um raio de luz partir de A para B no
instante 7, do «tempo Ay, se reflectir em B, na direcgio de A,
no instante 7z do «tempo B», e chegar de novo a A4 no ins-
tante 7, do «tempo A», entdo diremos, por definigio, que
os dois relégios funcionam em sincronismo se

tB._— ’A = t’A = tB'

Admitiremos que esta defini¢io de sincronismo se pode
aplicar, sem conduzir a contradigdes, a um numero arbi-
trario de pontos, sendo assim universalmente vélidas as seguin-
tes relagoes:

1. Se o relégio em B ¢ sincrono com o relégio em A,
também o relégio em A é sincrono com o relégio em B.

2. Se o relégio em A ¢ sincrono com o relégio em B
e também com o relégio em C, entdo os relogios em B e C
sdo sincronos entre si. .

Estabelecemos assim por meio de certas experiéncias
fisicas (idealizadas) o que se deve entender por sincronismo
de relégios situados em repouso em lugares diferentes. E evi-
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dente que se obtém deste modo uma defini¢io para os con-
ceitos de «simultineo» e de «tempo». «Tempo» de um acon-
tecimento serd entio a indicagdo, simultinea desse aconteci-
mento, que é fornecida por um relégio que satisfaz As seguin-
tes condigdes: estd colocado em repouso, no local do aconteci-
mento; ¢é sincrono de um outro relégio em repouso, man-
tendo-se esse sincronismo em todas as determinagdes de
tempo. Admitiremos ainda, em concordincia com a expe-
riéncia, que a grandeza

248 _p

Ya—14

é uma constante universal (velocidade da luz no espago
vazio).

E essencial o facto de termos definido o tempo por meio
de relégios em repouso num sistema em repouso.

Por causa desta relagio com o sistema em repouso,
chamaremos ao tempo assim definido «tempo do sistema
em repousom.

$ 2. Sobre a relatividade de comprimentos e tempos

As reflexdes que se seguem apoiam-se no principio da
relatividade e no principio da constincia da velocidade da
luz, que vamos definir da seguinte maneira:

1. As leis segundo as quais se modificam os estados dos
sistemas fisicos s3o as mesmas, quer sejam referidas a um
determinado sistema de coordenadas, quer o sejam a qual-
quer outro que tenha movimento de translagio uniforme
em relagio ao primeiro.

2. Qualquer raio de luz move-se no sistema de coot-
denadas «em repouso» com uma velocidade determinada V/,
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que é a mesma, quer esse raio seja emitido por um corpo
em tepouso, quer O seja por um corpo em movimento. Aqui

velocidade = percurso efectuado pela luz
- intervalo de tempo .

onde «intervalo de tempo» deve ser entendido no sentido
fixado na definigio 1.

Considere-se uma haste rigida em repouso; seja / o seu
comprimento, medido com uma régua que estd igualmente
em repouso. Suponhamos agora que o cixo da haste coin-
cide com o eixo X do sistema de coordenadas em repouso,
e que se di 4 haste um movimento uniforme de translagio
de velocidade », ao longo do eixo X, no sentido de x ctes-
cente. Procuremos determinar o comprimento da haste
em movimento, imaginando para isso as duas operages seguintes:

a) O observador acompanha no seu movimento a haste
que pretende medir, levando consigo a régua anteriormente
mencionada, e mede directamente o comprimento da haste
sobrepondo-lhe a régua, exactamente como se haste, obser-
vador e régua estivessem em repouso.

b) O observador determina quais sio os pontos do
sistema em tepouso que coincidem no instante # com a ori-
rem e a extremidade da haste, empregando para isso relo-
gios sincronos, situados, em repouso, no sistema em repouso,
de acordo com o que foi dito no § 1. A distincia entre estes
dois pontos, medida com a régua ji utilizada, mas agora
em repouso, é igualmente um comprimento, que se pode
designar por «comprimento da haste».

De acordo com o principio da relatividade, deve o com-
primento que se encontrar na operagio 4), € que vamos
designar por «comprimento da haste no sistema mévely,
ser igual ao comprimento / da haste em repouso.
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O comprimento que se vai encontrar na operagio b),
e que vamos designar por «comprimento da haste (mével)
no sistema em repouso», vai calcular-sc tomando como
base os nossos dois principios; e vamos chegar 4 conclusio
de que ele nio ¢é igual a /.

A cinematica usual admite ticitamente que os com-
primentos determinados com as duas referidas operagdes
s30 exactamente iguais, ou, por outras palavras, que um corpo
rigido em movimento no instante #, ¢ inteiramente equiva-
lente, do ponto de vista gcométrico, a0 mesmo corpo consi-
derado em repouso, numa determinada posigio.

Imaginemos agora que aos dois extremos (A ¢ B) da
haste estdo ligados relégios, e que estes relégios sio sin-
cronos dos relégios do sistema em repouso, isto é, ddo indi-
cagdes que estio de acordo, em cada instante, com o «tempo
do sistema em repouso» nos locais em que se encontram,
sendo assim «sincronos no sistema em repouson.

Imaginemos ainda que junto de cada rclégio se encon-
tra um observador que o acompanha durante o movimento,
e que estes obscrvadores aplicam a ambos os relégios o cri-
tério de funcionamento sincrono de dois relégios que foi
estabelecido no § 1.

Suponhamos que um raio de luz sai de 4 no instante #*,
se reflecte em B no instante 75 e volta a 4 no instante #',.
Tendo em vista a constincia da velocidade da luz, encon-
tramos:

TAB
V49’

"AB
V—y

1B_tA= € t’A——tB=

* «Instante» significa aqui «valor instantineo do tempo do
sistema em repouso» ¢ também «posicdo instantdnea do ponteiro do
relégio mével que se encontra no local em question.
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onde r,p representa o comprimento da haste mével medida
no sistema em repouso. Os observadores em movimento
com a haste mével verificariam assim que os dois relégios
nio funcionavam em sincronismo, a0 passo que um obser-
vador que se encontrasse num sistema em repouso diria que
os dois relégios eram sincronos.

Vemos deste modo que nio podemos atribuir a0 con-
ceito de simultaneidade um significado absoluto e que, pelo
contririo, dois acontecimentos que sio simultineos quando
apreciados num determinado sistema de coordenadas ji
nio podem ser considerados como tal quando apreciados
num sistema que se move em relagZo ao primeiro.

§ 3. Teoria de transformagio das coordenadas e do tempo na
passagem de um sistema em repouso para outro que estd
animado em relagdo ao primeiro de uma translagio uniforme

Consideremos no espago «em repouso» dois sistemas
de coordenadas, isto é, dois sistemas de trés linhas materiais,
rigidas, perpendiculares entre si, e tendo a sua origem comum
num determinado ponto. Suponhamos que os eixos X dos
dois sistemas sdo coincidentes ¢ que os eixos Y e Z sdo res-
pectivamente paralelos. Imaginemos cada sistema munido de
uma régua rigida e de um certo nimero de relogios, e admi-
tamos que as duas réguas e todos os relégios dos dois sis-
temas sio entre si rigorosamente idénticos.

Comuniquemos agora i origem de um dos dois siste-
mas (£) uma velocidade (constante) no sentido do x cres-
cente do outro sistema (XK), o qual continua em repouso.
Essa velocidade comunicar-se-4 também aos eizos de coor-
denadas, 2 respectiva régua de medida e aos relégios. A cada
instante # do sistema em repouso K corresponde entio uma
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determinada posigdo dos eixos do sistema mével, e razdes
de simetria permitem-nos admitir que o movimento de £
se possa efectuar de maneira tal que no instante # («» signi-
fica sempre tempo do sistema. em repouso) os ecixos do
sistema movel sejam paralelos aos eixos do sistema em
repouso.

Imaginemos agora que se fazem medigdes espaciais,
a partir do sistema em repouso K por meio da régua imével,
e a partir do sistema mével K por meio da régua que se move
com ele, determinando-se assim as coordenadas x, y, g e
£, 0, &, respectivamente.

Suponhamos além disso que o tempo # do sistema em
repouso se determina com relégios que nele se encontram
imobilizados, mediante o emprego de sinais luminosos,
do modo indicado no § 1, fazendo-se essa determinagio para
todos os pontos onde estio colocados relégios; e que, do
mesmo modo, o tempo 7 do sistema em movimento se deter-
mina, para todos os pontos deste sistema em que hd relé-
gios imoéveis em relagio a cle, -aplicando o mencionado
método do § 1, de sinais luminosos trocados entre os pon-
tos em que estdo situados os relégios.

A cada sistema de valores x;, 7, g, # que determina com-
pletamente o local e o instante de um acontecimento no
sistema em repouso corresponde um sistema de valores
& n L, © que determinam esse acontecimento em relagdo
ao sistema k. Pde-se agora o problema de encontrar o sis-
tema das equagdes que ligam entre si estas grandczas.

Antes de mais, torna-se evidente que essas equagdes
devem ser /ineares, por causa das propriedades de homoge-
neidade que atribuimos ao espago e ao tempo.

Se tomarmos x’ = x — v#, é claro que para um ponto
imével no sistema £ vem um sistema de valores x’, 5, ¥ que
nio depende do tempo.
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Vamos calcular primeiro v como fungio de x’, y, g e
Para isso temos que exprimir em equagdes que t nio é mais
que a expressio global das indicagbes dadas pelos relégios
que se encontram em repouso no sistema £, ¢ que foram
sincronizados segundo a regra dada no parigrafo 1.

Suponhamos que no instante 1o é emitido pela origem
das coordenadas do sistema £ um raio de luz, o qual per-
corre o eixo X em direcgdo a x’, se reflecte nesse ponto no
instante 1y e regressa 4 origem das coordenadas, onde chega
no instante 1.

Deve entio ter-se:

s(ro+12) =14

ou, inserido os argumentos da fungdo t, e aplicando o prin-
cipio da constincia da velocidade da luz no sistema em
repouso:

2[©0,0,0 +:(0,0,0{s+ 2+ VL“})]= i
x"

V— 1)

donde, tomando x’ infinitamente pequeno:

1 1 1 \odt_ o¢ 1 gt
7(‘_:/_."’—;'“);—&1“-—;/_.;'

=1'(x’,0,0,t+

ou
hEs v ot _
e Rl 7 YA 0.

E de notar que, em vez da origem das coordenadas,
poderfamos ter tomado qualquer outro ponto para ponto
de partida do raio de luz, e por isso a equagdo que acabamos
de obter é vilida para todos os valores de x’, y, .
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Um raciocinio anilogo aplicado aos eixos Y e Z dé-nos,
se tivermos em conta que a luz, observada no sistema em

repouso, se propaga sempre, ao longo destes eixos, com
a velocidade V V2 — y2:

ot
61_0
ot
ramte

Destas equagdes resulta, visto ser t uma fungio /inear:

v
T=a ( t—w—_',x' ) -
onde 4 ¢ uma fungio ¢(#), por enquanto desconhecida, e onde
se supde, por brevidade, que, no ponto origem de £ é # =0
para = 0. -

Com o auxilio deste resultado é ficil calcular as gran-
dezas £, v, ¢, exprimindo por meio de equagbes que o valor
obtido para a velocidade de propagagio da luz continua
igual a V" quando as medigSes se fazem no sistema em movi-
mento (o que € exigido pelo principio da constincia da veloci-
dade da luz em combinagio com o principio da relatividade).
Para um raio de luz emitido no instante * = 0 no sentido
de % crescente, tem-se

¥ v

t=Vs, ou = aV(t—V,_',x’).
Ora, como o raio de luz em relagdo ao ponto origem de £
se move com a velocidade IV —», medida no sistema em
repouso, tem-se:




Introduzindo este valor de # na equagio para £, vem:

V2
’
SR 7 e Rl
De modo anilogo, considerando raios de luz que s¢ movam
a0 longo dos outros dois eixos, encontramos:

n= V«:-——aV(t—- A .x’),

Vi___p!
' J
sendo W__;j_zT*:t; x =0;
e por isso
=0 e L=a—X
U= ‘/Vi_,'lj 3 == Vi_vi{.

Substituindo x’ pelo seu valor obteremos:

T=9@®f (t —3A x)
E=9@f (x— W).
n= gD
=90k

onde B= P I

e onde ¢ é uma fungdo de » desconhecida por enquanto.
Se ndo se fizer qualquer suposigdo sobre a posigdo inicial do
sistema movel e sobre a origem adoptada para a medigio de
1, haveri que escrever no segundo membro de cada uma des-
sas equagdes uma constante aditiva. Temos agora que demons-
trar que todo o raio de luz, medido no sistema em movi-
mento, se propaga com a velocidade 1/, se, como vimos
admitindo, assim suceder no sistema em repouso; pois ainda
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nio fornecemos a prova de que o principio da constincia
da vclocidade luz é compativel com o principio da rela-
tividade.

Suponhamos que no instante /=7 =0, em que as ori-
gens das coordenadas dos dois sistemas coincidem, é emi-
tida dessa origem uma onda esférica que se propaga no sis-
tema K com velocidade 1.

Se for (x, 5, ) um dos pontos que estd sendo atingido
pela onda ter-se-d

x2 +]2 4 zz = /212,

Transformando esta equagio por meio das nossas equa-
¢oes de transformagio, obtemos depois de um calculo simples

E2 4+ 02 4 12 = /272,

Assim, a onda considerada também ¢é vista no sistema
moével como uma onda esférica de velocidade de propaga-
¢io V. Deste modo se prova que os nossos dois principios
fundamentais sdo compativeis *.

Nas equagdes de transformagdo que desenvolvemos
aparece ainda uma fungdo p de v que é desconhecida e que
vamos agora calcular.

Para isso, introduzamos um tetceiro sistema de coot-
denadas K’, que cfectue em relagio a0 sistema £ um movi-
mento de translagio paralelo ao eixo =, de tal maneira que
a sua origem de coordenadas se mova sobre o eixo = com
a velocidade — ». Suponhamos que as origens dos trés sis-

* As equagdes da transformagio de Lorentz deduzem-se direc-
tamente, com mais simplicidade, a partir da condigio de que, por vir-
tude delas, a relagio £2 + 9% + 42— V272 =0 deve implicar esta
outra: x? 4 y2 4 22—~ V212 =0,
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temas de coordenadas estavam em coincidéncia no ins-
tante #= 0 e consideremos nulo o tempo #' do sistema K’
quando #= x =y = g = 0. Chamaremos x’, y’, 3’ 4s coor-
denadas que se medem no sistema K'. Aplicando duas vezes
as nossas equagbes de transformagio, obteremos entdo:

#=g(—0) B(—n){ + 5t} =90 o(—n4
¥ =g(—=0) (=) {E+rv} =¢@e(—2)x
Y=¢(—2)n =9®e(—2)
¥=9(—2¢t =9@e(—2z

Como as relagdes entre x’, ¥, 3’ € x, y, g nio contém
o tempo, segue-se que os sistemas K e K’ estio, em relagio
um a0 outro, em repouso, ¢ torna-se claro que a transforma-
¢io de K sobre K’ é a transformagio identidade. E pois

P@e(—n=1.

Vamos agora procurar o significado de ¢(y). Vamos
considerar o segmento do eixo Y limitado pelos pontos
E=0,n=0,{=0¢et=0,n=/ E=0. Este segmento
¢ uma haste que se move em relagdo 20 sistema K com a velo-
cidade » perpendicular a0 seu eixo, e cujos extremos tém
em K as coordenadas:

x1=ol = =0 e x2=0, 72=0, 22=0.

/
';(_’)"
O comprimento da haste, medido em X, é assim //p(v).
Isto dé-nos o significado da fungdo.g. Razdes de simetria
tornam agora evidente que o comprimento, medido no
sistema em repouso, de uma determinada haste que se move
perpendicularmente ao seu eixo nio depende da direcgio e
sentido do movimento, mas sdmente da velocidade.
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Por isso, o comprimento da haste mével, medido no
sistema em repouso, nio se modifica se » for substituido
por — . Resulta daqui:

! /
¢ e (—2)’

ou ¢ =¢(—v)

Desta relagio e da encontrada mais atrds resulta que
deve ser g(v) = 1, de modo que as equagdes de transforma-
¢io encontradas passem a ter a forma

T= ﬁ(t-—-%x),

E=p(x—unt),
n=)y,
={,
1
sendo B=

§ 4. Significado fisico das equagies obtidas, respeitante a corpos
rigidos em movimento e a religios em movimento

Consideremos uma esfera rigida * de raio R, e supo-
nhamos que ela esti em repouso em relagio ao sistema mével £,
e que o seu centro coincide com a origem das coordenadas
.de k. A equagio da superficie desta esfera em relagio ao
sistema imével K, relativamente ao qual ela se move com
a velocidade .o, é

£2 + 02 4+ §2= R2.

* Isto é, um corpo que, observado em repouso, tem forma
esférica.
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Expressa em x, y, g no instante # =0 a equagio da mesma

superficie é:
2
_ﬁ + jz + zz = R2,
(\/ t—(7))
Vé-se assim que um corpo rigido cuja forma se apresenta
esférica quando é medido em estado de repouso passa a ter
a forma de um elipséide de revolugio quando estiver em

movimento, sendo observado do sistema em repouso. Este
elipsoide de revolugio tem como eixos

R \/1 ~(3): & &

Assim, enquanto as dimensdes Y ¢ Z da esfera (e também
de qualquer corpo rigido de qualquer forma) nio se modifi-
cam durante o movimento, a dimensio X encontra-se encur-
tada na razio de 1 : VT — (s/17)?, isto §, tanto mais quanto
maior for ».

Para » = 1/ todos os objectos méveis —.observados do
sistema «em repouso» — se reduzem a figuras a duas dimen-
sdes. Para velocidades superiores 4 da luz as nossas con-
clusdes deixam de ter sentido; alids, veremos nas consi-
deragdes que se seguem que, na nossa teoria, a velocidade
da luz desempenha fisicamente o papel de uma velocidade
infinitamente grande.

E claro que estes resultados sio igualmente validos
para corpos em repouso relativamente a sistemas «em repouson,
se tais corpos forem observados de sistemas animados de
movimento uniforme.

Consideremos agora um daqueles relégios que sio pré-
prios para medir o tempo # quando se encontram em repouso
em relagio ao sistema em repouso, e para medir o tempo 7
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quando se encontram em repouso em relagio ao sistema mével.
Suponhamo-lo colocado na origem das coordenadas de &,
e regulado para indicar o tempo 7. Qual é o ritmo de marcha
deste relégio, quando é observado do sistema em ‘repouso?

Entre as grandezas x, #, © referentes ao local deste relo-

gio existem evidentemente as relagdes:

e portanto

== == (== )

donde resulta que a indicagio do relégio (observada no
sistema em repouso) apresenta um atraso por segundo de
(1 —yYT—(fV)2) segundos, ou — desprezando termos de
quarta ordem ou superior — de L (»/1/)2 segundos.

Daqui deriva a seguinte consequéncia, que ¢é tipica:
Consideremos nos pontos A e B do sistema K dois relé-
gios em tepouso, e suponhamos que eles funcionam em
sincronismo para quem os observe do sistema em repouso.
Imaginemos agora que a0 relégio de A se imprime um movi-
mento de velocidade » sobre a recta que une os dois pon-
tos, no sentido de B. A chegada deste relégio a B j4 nio havers
sincronismo: o relégio que foi deslocado apresentard em
relagio ao que permaneceu em A4 um atraso de -Lm2[12

(desprezando termos de quarta ordem, ou superior), se
representarmos por # a duragio do deslocamento.

Vé-se imediatamente que este resultado continua a ser
vilido se o movimento do relégio de A para B for feito
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sobre uma linha poligonal arbitriria, estendendo-se mesmo
a0 caso de os pontos A e B serem coincidentes.

Se admitirmos que o resultado deduzido para uma linha
poligonal continua a ser vilido para uma curva continua,
chegaremos 2 seguinte conclusio: Se tivermos em A dois
relégios sincronos e depois deslocarmos um deles, fazendo-o
descrever com velocidade constante uma curva que vem
fechar em A, e se for 7 o tempo que ele demora nesse per-
curso, entdo ele apresentard, quando regressar ao ponto A,

um atraso de 1 #(y/1")2 segundos, em relagio 2o relégio

que ndo foi deslocado. Daqui se conclui que um «relégio
de cabelo» * colocado no equador terrestre deve ter uma
marcha mais lenta (ligeirissimamente) que outro de constru-
¢do exactamente igual, colocado num dos pélos da Terra,
sendo as restantes condigdes idénticas para os dois relégios.

§ 5. Teorema da adi¢do de velocidades

Suponhamos que um ponto se move no sistema &,
o qual, por sua vez, se move com velocidade » a0 longo do
eixo X do sistema K. Sejam

E_\="ET; 7)=W.n7y C=0>

as equagdes do movimento, nas quais w; e », representam
constantes.

Procuremos investigar como é que se efectua o movi-
mento do ponto em relagio ao sistema K. Introduzindo nas

* Em oposigio ao «relégio de péndulo» que, considerado do
ponto de vista fisico, € um sistema que inclui o globo terrestre e por
isso é excluido destas consideragdes.
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equagdes do movimento do ponto, por meio das equagdes
de transformagio desenvolvidas no § 3, as grandezas x, y, 2, #
obteremos:

ﬂ£+'
20 =z £,
"E
v 2
- ()
J=—;',T-"nf,
=0

Assim, segundo a nossa teotia, a lei do paralelogramo de
velocidades s6 € vilida em primeira aproximagio.
Tomemos
_ (dx\? dy\?
v=(7)+(2):
w2 = yEZ + wy2

»
o = arctg —,’ .
x

O ingulo « deve entio ser considerado como o 4ngulo entre
as velocidades » e w. Um célculo simples di:

\/ (0 + 9 + Zoweose) — (2252%)

Us=

1 +"I;“;8l

E de notar que.r e » entram de maneira simétrica na expres-
sio da velocidade resultante. Se w tiver também a direcgio
do eixo X (cixo Z) obteremos

_ v+ .
U—.—"
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Desta equagio resulta que da composi¢io de duas veloci-
dades menores que I/ resulta sempre uma velocidade menor
que V. Se, em particular, pusermos v = V —x, w= V' —/,
onde x e /£ sdo positivos e mais pequenos que V), vird:

2V —x—2
XA
2V—x—k+7

U=V < V.

Resulta ainda que a velocidade da luz nio pode modifi-
car-se por composigio com uma «velocidade inferior 4 da luz».
Obtém-se nesse caso:

v=Y*t* _ v
142
v

Também poderiamos obter a férmula para U, no caso
de v e »w terem a mesma direcgdo, por combinagio de duas
transformagdes de acordo com o § 3. Se introduzirmos, a par
dos sistemas K e £ considerados no § 3, um terceiro sistema
de coordenadas £/, que se move paralelamente a £ deslocando
a sua origem com velocidade » sobre o eixo =, obteremos
entre as grandezas x, y, g, / € as correspondentes grande-
zas de k', equagdes que s6 diferem das encontradas no § 3

em que, no lugar da grandeza «w», contém a grandeza

v+ w

Fﬂ.
1+

Por aqui se vé que tais transformagdes paralelas formam
—como deve ser —um grupo.

Acabamos assim de estabelecer para a cinemitica que
corresponde aos nossos dois principios as proposigdes de
que vamos necessitar, Vamos agora mostrar como € que
elas se aplicam 2 electrodinimica.
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II. Parte Electrodinimica

§ 6. Transformagao das equagies de Maxwell-Herty para o
espago vagio. Sobre a naturexa das forcas electromotrizes
que surgem por efeito de movimento num campo magnético

Se admitirmos que as equages de Maxwell-Hertz para
o espago vazio sio validas para o sistema em repouso, teremos
que:

onde (X, Y, Z) representa o vector da forga eléctrica e
(L, M, N) o da forga magnética.

Apliquemos a estas equagdes a transformagio desen-
volvida no § 3 referindo os fenémenos electromagnéticos
ao sistema de coordenadas animado da velocidade #, que
nesse parigrafo foi introduzido. Obteremos entio as equagdes:

aa(N—gv) o8 (M+ %z)

1oX - —

V ot o on at ’
. aa(Y_LN)_ - aa(N__'_ Y)
2L 1 - ot g
(2 ) os(Mrg2)

v ot - ot ~on’



1 9L _

Vot - ot - om :

 B(M+52) n(z+pu)

v P - ok ot

, 08 (N—_"_ Y)—aX 0B (Y—_'_N)

v ot T om - P ’
com = :

Ora o principio da relatividade exige que as equagdes
de Maxwell-Hertz para o espago vazio sejam vilidas para
o sistema £ se o forem para o sistema K;; isto ¢, exigem a vali-
dade das seguintes equagdes entre os vectores forga eléctrica
(X", Y", Z") e forga magnética (L, M’, N’) do sistema mével &,
definidos nesse sistema pelos seus efeitos ponderomotrizes
sobre massas eléctricas e massas magnéticas:

19X _ N oM 1 9L _ QY 9Z

V ot on i’ Voo o~ on’

1Y _ 9L N 1M _ o2 X
V ot 9t 9E’ Vot 9t ot ’
1 9020 _ oM L 1 gN'_ 9X oY

— e TN e omme e——

Ora ¢é evidente que os dois sistemas de equagdes encon-
trados para o sistema & devem exprimir exactamente 2 mesma
coisa, visto que ambos sio equivalentes is equagdes de
Maxwell-Hertz para o sistema K. E como, além disso, as equa-
¢des dos dois sistemas s6 diferem nos simbolos que represen-
tam os vectores, é de concluir que as fungdes que nos dois sis-
temas de equagdes entram em lugares correspondentes devem

[69]



coincidir, 2 parte um factor {(v), que é o mesmo para todas
as fungdes de um dos sistemas, e que ¢ independente de
E, , § e © mas que pode depender de ». Sdo pois vilidas as
seguintes relagbes:

X =y@)X, L' =o)L,

Y=40f (Y—5 N), M =y08(M + 2),

Z=40p (z+ 5 M), N=¢0f(N—1Y).

Se agora se efectuar a inversdo deste sistema sucessivamente
por dois processos — primeiro, resolvendo as equagdes
agora obtidas; depois, aplicando 4s mesmas equagdes a trans-
formagio inversa da que se aplicou antes (isto €, a transfor-
magdo de £ em K), a qual é caracterizada pela velocidade —»,
— conclui-se, tendo em vista que os dois sistemas de equa-
¢oes obtidos devem ser idénticos, que

$0) - (=) =1.
Por outro lado, por razdes de simetria *
$0) = d(—);
¢ portanto @ =1,

tomando entio as nossas equagdes a forma:
X' =X, L'=L,

y=p(Y—5N), M= ﬂ(M+-"7Z),

z=p(z+ M), N=p(N—LY).

* Se, por exemplo, X=Y=Z=L=M=0¢ N0 ¢
claro, por razdes de simetria, que se # mudar de sinal sem mudar de
valor numérico, também o mesmo deve acontecer a Y”,
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Para interpretarmos estas equagdes, consideremos uma carga
eléctrica pontual que apresente o valor «<um» quando é medida
no sistema em repouso, isto €, uma carga que, estando imével
no sistema em repouso, exerce a forga de 1 dine sobre uma
carga igual, colocada 2 distincia de 1 cm dela. De acordo com
o principio da relatividade, a mesma carga eléctrica apre-
sentard também o valor «um» se for medida no sistema em
movimento. Estando a carga em repouso em relagio ao sis-
tema imével, o vector (X, Y, Z) é, por definicdo, igual 2
forga que actua sobre ela; mas, estando a carga em repouso
relativamente ao sistema que se move (pelo menos no ins-
tante que se estd considerando), entio a forga que actua
sobre ela serd igual, se for medida neste sistema mdével, ao
vector (X, Y’, Z’). Consequentemente, as primeiras trés equa-
¢Oes acima escritas podem ser traduzidas em enunciados das
duas seguintes maneiras:

1. Se um pdlo eléctrico unidade, puntiforme, se move
num campo electromagnético, exercer-se-d sobre ele, além
da forca eléctrica, uma forga «electromotriz» que, despre-
zando termos em que entram como factores poténcias de
v/V de grau igual ou superior a 2, é igual ao quociente pela
velocidade da luz do produto vectorial formado com a veloci-
dade do pélo unidade e com a forga magnética. (Antigo
enunciado.) '

2. Se um pdlo eléctrico puntiforme unidade se move
num campo electromagnético, exerce-se sobre cle uma forga
idéntica 2 forga eléctrica que se obtém no ponto ocupado
pelo pélo quando se submete 0 campo a uma transformagio
de coordenadas, a fim de o referir a um sistema de eixos
que esteja imé6vel em relagio ao referido pélo. (Novo enun-
ciado.)
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Um enunciado anilogo ¢ vilido para a forga «magne-
tomotrizy,

Como se vé, na teoria que se desenvolveu, a forga elec-
tromotriz apenas desempenha o papel de conceito auxiliar,
que deve a sua introdugo 2o facto de as forgas eléctricas e
magnéticas nio terem existéncia independente do estado de.
movimento do sistema de coordenadas.

E também claro que a assimetria mencionada na intro-
dugio, que surge quando se consideram as correntes eléc-
tricas provocadas pelo movimento relativo de um iman e
de um condutor, desaparece agora. E também perdem a sua
razdo de ser as questdes referentes s localizagdes das forgas
electromotrizes da electrodinimica (mdquinas unipolares).

§ 7. Teoria do principio de Doppler e da aberracdo

Suponhamos que se encontra no sistema K, muito longe
da origem das coordenadas, uma fonte de ondas electrodi-
nimicas que, numa parte do espago que inclui a origem das
coordenadas, s3o representadas, com suficiente aproximagio,
pelas equagdes:

X=Xoscﬂ¢, L= Loscnq)’
Y= Yo sen (p’ M=Mo sen (D, 0:@(}—"‘_ +__3+‘z)
Z=2ysen®, N = Njysen®,

onde (Xyo, Yo, Zo) e (Lo, My, INy) sdo os vectores que
definem a amplitude do trem de ondas, e 4, b, ¢ s30 os co-se-
nos directores das normais s ondas. Propomo-nos saber
qual é a natureza destas ondas, quando sio examinadas por
um observador em repouso em relagio ao sistema mével.

Por aplicagio das equagdes de transformagio das forgas
eléctricas e magnéticas encontradas no § 6 e das equagdes
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de transformagio das coordenadas e do tempo encontradas
no § 3, obtemos directamente:

X = Xo send’, L'= Ly sen @,
Y= ﬂ(Yo——I;No) sen®’, M = ﬂ(Mo + —I;Zo) sen @7,
Z'= ﬂ(Zo +11/M0) send’, N’ = ﬂ(No—-:; Yo) sen &',

’ ’ at+bn+ ¢
P AR e ST}

|4
onde (o’=mﬁ(1—ﬂli,).
S
a = V,
l—a—;’;
, b ,
i)
‘1_ ¢
$(1-23)

Da equagio para «’ deduz-se o seguinte: Se um obser-
vador se mover com velocidade » em relagio a uma fonte
luminosa de frequéncia v, infinitamente distante, e se o
movimento for feito de modo que a recta «fonte de luz-
-observador» faga um 4ngulo ¢ com a velocidade do obser-
vador em relagio a um sistema de coordenadas imével rela-
tivamente i fonte luminosa, entio a frequéncia luminosa
petcebida pelo observador, v/, é dada pela equagio:

v
l—cosqal—/

Vi-G)
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Isto é o principio de Doppler para velocidades arbitririas.
Para ¢ =0, a equagio toma a forma sugestiva:

) P

NN

1+

N e

Vé-se assim que — contririamente 2 concepgio habitual —
para r=—"V é V=00 1) '

Se chamarmos ¢’ ao dngulo entre a normal 2 onda (direc-
¢do de radiagdo) no sistema movel e a recta «fonte luminosa-
-observador» a equagdo para 4’ tomari a forma:

cos p'= ——— 2).

Esta equagdo exprime a lei da aberragio na sua forma mais
geral. Se for ¢ = =/2, a equagio toma a simples forma:

S
cos @ 7 ).

Agora temos que procurar ainda a amplitude das ondas
tal como ela se apresenta no sistema em movimento.

Designemos por A e A’ as amplitudes da forga eléc-
trica ou magnética medidas respectivamente no sistema em
repouso ou no sistema em movimento. Obteremos entio:



equagdo que, para ¢ = 0, conduz 4 equagio mais simples:

,
Ar= 42 ¥

=

143

Das equagdes deduzidas resulta que, para um obser-

vador que se aproxime de uma fonte de luz com a veloci.
dade V, essa fonte deve apresentar intensidade infinita,

$ 8. Transformagao da energia dos raios de luz. Teoria da
pressio de radiagio exercida sobre reflectores perfeitos

Como a energia luminosa por unidade de volume ¢ igual
a A2[8x teremos que considerar, de acordo com o principio
da relatividade, A4’2/8% como energia luminosa no sistema
em movimento. Entdo A4'2/A2 seria a razio da energia
«medida em movimento» para a energia «medida em repouso»
de um dado complexo luminoso, se o volume de um complexo
luminoso fosse 0 mesmo quando medido em K e em £.

Mas nio acontece assim. Se a, b, ¢ forem os co-senos
directores das normais as ondas luminosas no sistema em
repouso, nenhuma energia atravessard os elementos da super-
ficie esférica

(x —Va)2 + (y — Vb2 + (3 — Vet)2 = R2,

a qual se move com a velocidade da luz. Podemos pois dizer
que esta superficie encerra permanentemente 0 mesmo com-
plexo luminoso. ;

Vamos procurar saber qual é a quantidade de energia
contida dentro desta superficie quando ela é observada do
sistema &, isto é, qual a energia do complexo luminoso rela-
tivamente a0 sistema &.
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Ora, quando € observada do sistema mével, a superfi-
cie esférica transforma-se numa superficie elipsoidal, cuja
equagio ¢ a seguinte no instante 7= 0:

(Be—appt)' + (n—08 58 )" + (t—eB2%) = R2

Se chamarmos S 2o volume da esfera e S’ ao deste elipsoide,
teremos depois de um simples cilculo:

1-()

14

G| 2
I

Entio, se designarmos por E a energia encerrada na super-
ficie considerada quando medida no sistema em repouso,
e por E’ essa energia quando medida no sistema em movi-
mento, teremos:

—S' 1——cos9

e Vi)

férmula que, para ¢ = 0, se simplifica em: .

E _38=
==

E digno de nota que tanto a energia como a frequéncia
de um complexo luminoso se alteram segundo a mesma lei
com o estado de movimento do observador.

Suponhamos agora que o plano das coordenadas { = 0
¢ uma superficie perfeitamente reflectora, sobre a qual se
reflectem as ondas planas consideradas no dltimo parigrafo.
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Vamos procurar determinar a pressio luminosa exer-
cida sobre a superficie reflectora ¢ também a direcgio, fre-
quéncia e intensidade da luz apés a reflexdo.

Definamos a luz incidente pelas grandezas A, cos ¢, v
(referidas ao sistema K). As grandezas correspondentes con-
sideradas no sistema £ serdo:

, 1—$coscp
v 2
\/‘—(17)
v
COS?——-V
cos ¢’ = = .
1—-I~/- cos ¢
f s e
N il

e

\/‘ ~(%)

Para a luz reflectida obteremos, referindo o fen6meno ao
sistema A:

All - A’,
cos ¢’ = — cos ¢’,
VI, = VI

Finalmente, por transformagio inversa para passar ao
sistema em repouso K, obteremos para a luz reflectida:

1+’co¢7" 1 2vcos?+(i)’
AIII= AI’ V V V

Vi e oT
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I N )

1+%oos % 1—2-;7cotq-§;(—']7), ’
1+—&cow" 1—-2%,(:00q;+(%)i

i~ (=)

A energia que em cada unidade de tempo cai sobre
a superficie do espelho € evidentemente (quando medida no
sistema em repouso) A42/8% (Vcos¢—v). A energia que
se afasta, durante unidade de tempo, da superficic do espe-
lho é A"28x (— V cos g™ +.v).
"~ A diferenga entre estas duas expressdes é igual, segundo
o principio da energia, ao’ trabalho efectuado pela pressio
luminosa durante 1 unidade de tempo. Se exprimirmos este
trabalho pelo produto P .y, sendo P a pressio luminosa,

obteremos:
v

A (‘“"‘T/)i.
SN

Em ptimeira aproximagio, teremos, em concordincia
com a experiéncia e com outras teorias:

P=2

S A:

Com o método que aqui utilizdimos podem resolver-se
todos os problemas da éptica dos corpos em movimento.
O essencial é que a forga eléctrica ¢ magnética da luz que sofre
a influéncia de um corpo em movimento seja transformada,
para ficar referida a um sistema de coordenadas em repouso
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relativamente ao corpo. Deste modo, qualquer dos problemas
da bptica dos corpos em movimento ficard reduzido a uma série
de problemas da 6ptica dos corpos em repouso.

§ 9. Transformagdo das equagies de Maxwell-Herty tendo em
conta as correntes de convecgdo

Vamos partir das equagdes:

1 9X| _JdN oM 1 9L _ oY  9Z
V{”‘?+a:} 3y ox’ Vor o '
1 0Y) _ 9L _ON 1M _ 9z _ X
7{”’?+T}—a—z ax' Vor _ ax oz’
1 0Z oM JdL 1 gN 0 X Y
V{"'~°+ ar}“a—x_W’ Vor 9y ox’
_9X oY 9z
onde p= ,‘+‘)J+a1t

representa o produto por 4n da densidade da electricidade,
e (#y %, #;)-representa o vector velocidade da electricidade.
Se imaginarmos as massas eléctricas invaridvelmente ligadas
a pequenos corpos rigidos (ides, electrdes), estas equagdes
serdo entdo o fundamento electromagnético da electrodini-
mica e da 6ptica de Lorentz para corpos em movimento.

Se admitirmos a validade destas equagdes no sistema K
e as transformarmos por meio das equagbes de transforma-
¢io dos §§ 3 e 6 para passarmos ao sistema £, obteremos

as equagdes:

0X) _ ON' _ M L _ Y _ 9Z
e+ =5 e
1 oY _ oL N M _ 9Z X
7{"**()}"7 9k’ 9 9 ou’
1 9Z') _ oM __ L' N _oX Y
7{"<"+ar}‘W gn’ ot om o’



;IX-E;::”E’
p (1”y_"’ff)~ T R R G
V?
p (1'?_.{"‘5‘) -
2

Como do teorema de adigo de velocidades (§ 5) resulta
que o vector (#; , u,, 4;) outra coisa nfo ¢ sendo a velocidade
das massas eléctricas medida no sistema £, fica assim demons-
trado que, uma vez accites os nossos principios cinemiticos,
se realiza o acordo entre o principio da relatividade e a base
electrodindmica da teoria de Lorentz sobre a electrodini-
mica dos corpos em movimento. .

Seja ainda feita uma breve referéncia ao facto de se poder
deduzir das equages que desenvolvemos a seguinte ¢ impor-
tante proposigio: se um corpo eléctricamente carregado
se move de qualquer modo no espago, e se a sua carga, durante
esse movimento, se mantiver constante para quem a observe
dum sistema de coordenadas que acompanhe o movimento
do corpo, entdo ela ficard também constante para quem a
observe do sistema em repouso.

§ 10. Dinamica do electrdo (lentamente acelerado)

Suponhamos que num campo electromagnético se move
uma particula puntiforme, dotada de uma carga eléctrica ¢
(a que daqui por diante “passaremos a chamar «electrion).
Accrca da lei do scu movimento limitar-nos-emos a fazer
a seguinte suposicdo: se o electrdo estiver em repouso num
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determinado instante, o seu movimento no intervalo de tempo
que se segue serd definido pelas equagdes

d? x
e =¢X
di
P 72 =Y
d*z
b=

onde x, y, g representam as coordenadas do electrdo e p
representa a sua massa, enquanto o movimento for lento.

Passemos agora a supor que num dado instante o clec-
trdo j4 se encontra animado da velocidade » e procuremos
a lei do movimento no intervalo de tempo que imcdiata-
mente se segue a esse instante.

Sem com isso afectarmos a generalidade dos racioci-
nios, podemos, ¢ vamos, admitir que o electrdo, no instante
em que o examinamos, se encontra na origem das coorde-
nadas, e se move com a velocidade v ao longo do eixo x do
sistema K. E entdo evidente que o electrio no instante con-
siderado (# = 0) esti em repouso em relagio a um sistema
de coordenadas £ animado de movimento de translagio ao
longo do eixo X, com velocidade constante .

Da suposigdo acima feita, em combinagio com o prin-
cipio da relatividade, resulta claro que o electrio no inter-
valo de tempo imediatamente seguinte (para pequenos valo-
res de #) se move, quando observado do sistema £, segundo
as equagodes:

diE ’
* g = X’
d?n y
¢ dz? =eY,
d2t ;
P =z,



onde as letras &, v, §, 7, X’, Y”, Z’, se referem ao sistema A.
Se convencionarmos agora que para f=x=y=g=0c¢
t=f=n=1{=0, sfo vilidas as transformagdes dos §§ 3
e 6, entio teremos:

T = ﬂ(t—-—%x),

E= f(x—us), X’=X?

n=J, Y =p(Y—2N),
£ =2 z=p(z+5m).

Por meio destas equagdes transformaremos as anteriores
equagdes de movimento, passando do sistema £ para o sis-
tema K. Obteremos:

d%x e 1
i
dty e 1 v

@) W"FT(Y—'T/' ).
d?z e 1
= ;i(z+ M).

Procuremos agora, cedendo a concepgdes habituais,
a «massa longitudinal» e a «massa transversal» do electrio
em movimento.

Escrevamos as equagbes (A) na forma

[l-ﬁs‘-l—l’—-—-CX=£Xl,
d*y v .
ph 22 —eﬂ(Y—I—,-N)—sY,



¢ comecemos por notar que ¢ X’, eY”, eZ’ sdo as componentes
da forga ponderomotriz que actua sobre o electrio, consi-
deradas, claro estd, num sistema que nesse instante se move
com o electrio, tendo uma velocidade igual 4 dele. (Esta
forga podia, por exemplo, ser medida com um dinamémetro
de mola, em repouso relativamente ao referido sistema.)
Se chamarmos simplesmente a esta forga «forga actuante
sobre o electrdon *, se mantivermos a equagio massa X ace-
leragio = forga, ¢ se, além disso, estipularmos que a ace-
leragio seja medida no sistema em repouso K, obteremos,
das equagGes anteriores:

TR m
massa longitudinal ( \/1 ~ (;/) )3,

massa transversal = —"—r

1—=(7)

E claro que se obteriam outros valores para as massas
se¢ se empregassem outras defini¢des para a forga e para
"a aceleragio.

Isto mostra-nos que se deve proceder com muita pru-
déncia na comparagio das diferentes teorias do movimento
do electrio.

Note-se que estes resultados relativos 2 massa também
sdo vilidos para pontos materiais ponderdveis, porque um
ponto material ponderivel pode ser convertido num elec-

* A definigio aqui dada para a forga nio é vantsjosa, como
Planck foi o primeiro a mostrar. Convém antes definir forga de tal modo
que os principios da quantidade de movimento ¢ da energia adquiram
a forma mais simples possivel.
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trdo (no sentido que damos a esta palavra) desde que lhe
adicioncmos uma carga eléctrica arbitrariamente pequena.

Vamos agora calcular a energia cinética do electrio.
Se um electrio se move sobre o eixo X, sob a solicitagio de
uma forga clectrostitica X, tendo partido, sem velocidade
inicial, da origem das coordenadas, é claro que a energia
subtraida a0 campo electrostitico tem o valor (¢ Xdx. Como
o electrio deve ser acelerado lentamente e, por isso, nio pode
ceder nenhuma energia em forma de radiagZo, segue-se que
a energia subraida ao campo electrostitico deve ser igualada
A energia do movimento, W, do- electrio. Depreende-se
daqui, tendo em vista que durante todo o processo do movi-
mento ¢ vilida a primeira das equagdes (A), que

(exdse= [Bovd—pva|
4 fde foﬁw ,;VZ[ =7 1].

W é assim infinitamente grande para » = I/. Velocida-
des superiores 2 luz nfo tém, pois, como nos nossos anterio-
res resultados, possibilidade de existir.

Também para massas ponderdveis esta expressio da
energia cinética deve ser vilida em virtude do argumento
acima apresentado.

Vamos agora enumerar as propriedades do movimento
do electrio que resultam do sistema de equagio (A) e que
s3o acessiveis 2 experiéncia.

1. Da segunda equagio do sistema (A) deduz-se que
uma forga eléctrica Y e uma forga magnética NV tém uma acgio
deflectora igualmente intensa sobre um electrdo que se move
com a velocidade », desde que seja Y = N.g/V/. Vé-se assim
que a determinagio da velocidade do electrio a partir da
relagio entre o poder deflector magnético A4, e o poder
deflector eléctrico .4, se torna possivel dentro da nossa
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teoria, quglquer que essa velocidade seja, desde que se apli-
que a lei: '

Am v

A

. v

Esta relagio pode ser comprovada pela experiéncia,
porque a velocidade do electrio também pode ser medida
directamente, por exemplo por meio de campos eléctricos e
magnéticos de oscilagio ripida.

2. Da dedugio feita para a energia cinética do electrio
resulta que entre a queda de potencial experimentada por
este ¢ a velocidade que ele atinge deve ser vilida a relagio:

e

v

3. Calculemos o raio de curvatura R da trajectéria do
electrio quando sobre ele actua (como tnica forga deflec-
tora) uma forga magnética IV perpendicular 2 sua velocidade.
Da segunda das equagdes (A) resulta:

dly o' e o\ 2
I e AL \/’_(r_z>
v

ou R=V2* v .1
¢

Estas trés relagdes formulam de um modo completo
as leis segundo as quais o electrio deve mover-se de acordo
com a presente teoria.

Concluindo, tenho a manifestar a0 meu amigo e colega
M. Besso o meu agradecimento pela sua colaboragio nos
problemas aqui tratados e pelas suas muitas e valiosas suges-
toes.
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Notas do Tradutor

1) No texto alemio figuram, por lapso, em vez destas igualdades,
as seguintes: ¥ = —00, ¥ =00.

2) No texto alemido figura, no primeiro membro, cos ¢ em vez
de cos %",

}) No texto alemdo nio aparecc o sinal —.
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A INERCIA DE UM CORPO
SERA DEPENDENTE DO SEU CONTEUDO
ENERGETICO ?*

Os resultados da investigagdo anterior levam a uma con-
sequéncia muito interessante, que aqui vai ser deduzida.

Baseei-me para isso nas equagdes de Maxwell-Hertz
para o espago vazio, juntamente com a expressio de Maxwell
para a energia electromagnética do espago e, além disso,
no principio seguinte:

As leis segundo as quais os estados dos sistemas fisicos
se modificam nio se alteram se, em vez de um dado sistema
de coordenadas de referéncia, se adoptar outro que se des-
loque paralelamente ao-primeiro, em movimento de trans-
lagio uniforme (principio da relatividade).

Apoiado nestas bases ** deduzi, entre outros, o seguinte
resultado (loc. cit. § 8):

Seja / a energia possuida por um sistema de ondas pla-
nas referido ao sistema de coordenadas (x, y, ); ¢ o 4ngulo
da direcgio dos raios (normal 2s ondas) com o eixo do x
do sistema. Introduzamos um novo sistema de coordenadas
G, 0, £), que, em relagio ao sistema (x, y, g), esteja animado
de translagio paralela uniforme, e cuja origem se desloque
ao longo do eixo do x com a velocidade v. Entio, a referida

* Extraido de Ann. d. Phys. 17 (1905).
** O principio utilizado da constincia da velocidade da Juz
estd, naturalmente, implicito nas equagdes de Maxwell.
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quantidade de luz — medida no sistema (%, n, {) — pos-
suird a energia:

1—‘—”/-cost_a
=1

v\
1—(3)
onde I/ representa a velocidade da luz. Utilizaremos no que
se segue este resultado.

Suponhamos agora que no sistema (x, y, g) se encontra
um corpo em repouso cuja energia — considerada no sis-
tema (x, y, ) — é Ep. Seja Hj a energia do corpo em rela-
¢do 2o sistema (€, n, %) que, como se disse acima, se move
com a velocidade ».

Admitamos que este corpo emite ondas planas, de ener-
gia L2 (medida em relagio a [x, y, 3]) numa direcgio que faz
o dngulo ¢ com o eixo do x e emite, 20 mesmo tempo, uma
quantidade de luz de igual grandeza na direcgio oposta,
continuando- o corpo, entretanto; em repouso em relagio
ao sistema (x, y, g). O principio da energia deve ser apli-
civel a este processo, e isto em relagio aos dois sistemas
de coordenadas, de acordo com o principio da relatividade.
Se designarmos por E; e H a energia do corpo apés a emis-
sio de luz, medida respectivamente em relagio aos sistemas
(%, 9, 2) e ¢ wn, ), obteremos, utilizando a relagdo acima
apresentada:

Bo=5i+ [545)
v

1— = cosg 1+icosq
By Hy b 1 2 e el =
S [M—(é)’ ’ 1—(,1,)’]

=H1+




Por subtracgio destas equagdes, obtém-se:

(Ho—Eg)—(H;—E;)=L

As duas diferengas, de forma A — E, que entram nesta
expressdo tém significados fisicos simples. 7/ ¢ E sdo valores
da energia do mesmo corpo, considerados a partir de dois
sistemas de coordenadas que entre si tém movimento rela-
tivo, encontrando-se o corpo em repouso num dos sistemas
(sistema (x, 5, 7)). E entdo claro que a diferenga H — E
s6 pode diferir da energia cinética do corpo, considerada
em relagio a0 outro sistema (sistema £, v, §), por uma cons-
tante aditiva C, que depende da escolha das constantes aditi-
vas arbitririas das energias /7 e £. Podemos, pois, escrever:

Hy— Ey= Ky + C,
H,—E =K,+C,

visto que C' nio se modifica durante a emissio de luz. Obte-
remos assim:

m—m=ﬂ

A energia cinética do corpo em relagiio a (£, », §) dimi-
nui em consequéncia da emissio de luz, e essa diminuigio
tem um valor independente das qualidades do corpo. A dife-
renga Ky — K depende, além disso, da velocidade, do mesmo
modo que a energia cinética do electrdo (loc. cit. § 10).
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Desprezando quantidades de quarta ordem e ordens
superiores, podemos por:

Desta cquagio resulta imediatamente o seguinte:

Se um corpo perder a energia L em forma de radiagio,
a sua massa sofre a diminuigio L/I/2. E claro que nada
importa ser ou ndo directa a transformagio da energia saida
do corpo em energia de radiagio, de modo que somos assim
conduzidos 4s seguintes conclusdes gerais:

A massa de um corpo é uma medida do seu conteiido
energético; se a energia sofrer uma variagio igual a L, a sua
massa sofrerd, no mesmo sentido, uma variagio igual a
L[9.1020, se a energia for medida em ergs e a massa em
gramas.

Nio estid fora do possivel que, em corpos de conteido
energético altamente varidvel (por exemplo, os sais de ridio),
se venha a encontrar uma prova a que esta teoria se possa
sujeitar. Se a teoria corresponder aos factos, entio a radia-
¢io é um veiculo de inércia entre os corpos emissores e os
absorventes.
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ESPACO E TEMPO *

Meus Senhores: As consideragdes sobre espago e tempo
que desejo expor-vos brotaram do terreno da fisica experi-
mental. Af reside a sua forca. A sua tendéncia é radical.
Daqui em diante os conceitos de espago e de tempo, consi-
derados como auténomos, vdo desvanecer-se como sombras
e sdmente se reconheceri existéncia independente a uma espé-
cie de unifo entre os dois.

I

Para comegar, desejo explicar como € que, por meio de
consideragdes puramente matemdticas, e partindo da meci-
nica actualmente aceite, se pode chegar a novas ideias sobre
0 espago e o tempo.

As equagbes da mecinica de Newton apresentam uma
dupla invariincia. Devem conservar a sua forma, em pri-
meiro lugar, quando se imprime a0 sistema de coordenadas
espaciais adoptado uma mwudanga de posi¢io arbitriria; em
segundo lugar, quando hi mudanga desse sistema pelo facto
de ele estar em movimento, designadamente quando se lhe
comunica uma #anslagdo wniforme qualquer: nio desempe-

* Conferéncia pronunciada perante o 80.° Congresso dos natu-
ralistas e médicos alemies de Colénia, em 21 de Setembro de 1908.
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nhando assim nenhum papel a origem tomada para a medi-
¢io dos tempos. Que seja tio raro fazer mengio conjunta
destas duas invariincias explica-se com o facto de ji nos
termos habituado a passar por cima dos axiomas da geome-
tria como de verdades evidentes, na altura em que nos sen-
timos maduros para os axiomas da mecinica. Cada uma delas
representa para as equagdes diferenciais da mecinica um deter-
minado grupo de transformagbes em si préprias. A existén-
cia do primeiro grupo considera-se como uma propriedade
fundamental do espago. Quanto ao segundo, prefere-se
ignoré-lo, passando-se sem discussdo sobre o facto de a obser-
vagio de fenémenos fisicos nio permitir decidir se o espago,
pressuposto em repouso, nio se encontra, afinal, em trans-
lagio uniforme. Aqueles dois grupos levam, assim, ao lado
um do outro, vida complétamente independente. O seu caric-
ter tdo heterogéneo deve ter desencorajado qualquer tenta-
tiva para fazer a sua composigio. Mas é precisamente o grupo
completo, proveniente dessa composigio, e considerado
como um todo, que nos di matéria para meditagio.
Vamos procurar apresentar graficamente a questio.
Sejam x, y, g coordenadas rectangulares para o espago, € #
o tempo. Lugares e tempos nunca se apresentam 2 nossa
observagio sendo unidos entre si. Nunca se observa um lugar
sem ser num determinado instante, nem um instante sem ser
num determinado lugar. Mas continuarei a respeitar o dogma
de que o espago € o tempo tém significado independente.
Chamarei ponto universo a2 um ponto do espago num determi-’
nado instante, isto € um sistema de valores x, y, g, # A mul-
tiplicidade («Mannigfaltigkeit») formada por todos os sis-
temas de valores imagindveis para x, y, g, # chamarei UNI-
VERSO («Welt»). Poderia, a trago audaz 1), langar no qua-
dro quatro eixos de universo. Se o tracado de #m s4 eixo,
constituido por tantas moléculas em buligoso movimento
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vibratério, participante ainda por cima na viagem da Terra
através do espago, implica j4 uma abstracgdo tdo grande, por
que hi-de o matemaitico perturbar-se com a abstracgio um
pouco maior proveniente de o nimero de eixos passar a qua-
tro? Para n3o deixar em parte nenhuma o tédio do vazio,
admitiremos que algo perceptivel se nos apresenta em todos
os locais e em todos os instantes. Para nio lhe chamar «maté-
ria» ou «electricidade», utilizarei para este «algo» a palavra
«substancia».

Dirijamos a nossa atengio para o ponto substancial situado
no ponto do universo x, y, g, # ¢ admitamos que temos maneira
de reconhecer este ponto substancial em qualquer outro ins-
tante. Sejam dx, dy, dy as variagGes das coordenadas espaciais
deste ponto substancial correspondentes ao elemento tem-
poral dt; obteremos entio, como imagem, por assim dizer,
da vida eterna do ponto substancial, uma curva tragada no
universo, uma /inha de universo, cujos pontos se podem deter-
minar univocamente em fungio ‘do parimetro #, varidvel
de — oo a2 + oo . Todo o universo se apresenta resoltvel
em tais linhas de universo e, antecipando-me, direi desde
j4 que, na minha opinifo, as leis da fisica devem encontrar
a sua expressio mais perfeita em relagdes reciprocas entre
estas linhas de universo.

Pelos conceitos de espago e tempo ficam separados na
multiplicidade x, y, g a parte correspondente a #=0 ¢ as
partes laterais, correspondentes 2 #>0 e a # < 0. Se, por
simplicidade, considerarmos fixa a origem de espagos e
tempos, entdo o primeiro grupo da mecinica que mencio-
nimos significa que podemos imprimir aos eixos X, y, ¥ em
#=0 uma rotagdo arbitriria em volta da origem, corres-
pondente As transformagdes lineares e homogéneas da expressio

x2+}2+z2
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em si propria. O segundo grupo, porém, significa que nés,
igualmente sem modificar a expressdo das leis da mecinica,
podemos substituir

%% %t pot x—aty— Pt z—yt ¢

com valores arbitririos para as constantes a, f, y. Ao eixo
do tempo pode, por consequéncia, ser dada uma direcgio
completamente arbitriria orientada para a 'metade supe-
tior (# > 0) do universo. Como é que se pode agora con-
ciliar a condigio da ortogonalidade espacial com esta com-
pleta liberdade do eixo do tempo dirigido .para cima?

Para cstabelecer essa ligagdo, tomemos um parimetro
positivo ¢ e consideremos a imagem de

;2[2_x2_12_22= 1.

E formada por duas folhas, separadas por # = 0, segundo
a analogia com o hiperbol6ide de duas folhas, Consideremos
a folha situada na regiio # > 0 e tomemos aquelas transfor-
magoes lineares ¢ homogéneas de x, 5, g, # em quatro novas
varidveis x’, y,.g’, #, para as quais a expressio desta folha
mantém a sua forma. A estas transformagbes pertencem,
evidentemente, as rotagdes do espago em volta da origem
das coordenadas. Das restantes, obteremos imediatamente
completa compreensio se considerarmos uma para a qual
J € g ndo sofram modificagio. Desenhemos (fig. 1) a intersec-




¢do da folha considerada com o plano dos eixos x ¢ #, ou seja,
o ramo superior da hipérbole ¢2/2—x2=1 com as suas
assintotas. Tracemos depois, a partir da origem O, um raio
vector arbitritio OA’ deste ramo de hipérbole; tracemos
também a tangente em A4’ A hipérbole, até encontrar em B’
a assintota da direita; completemos OA’B’ até formar
o paralelogramo OA’B'C” e, finalmente, para uso ulterior,
prolonguemos B’C” até 2 intersecgdo D’ com o eixo do x.
Se agora tomarmos OC” e OA’ como eixos de coordena-
das obliquas, x’ e #, com as escalas OC’' =1, 0A’ = 1/,
entio o ramo de hipérbole considerado terd novamente a
expressio ¢24'2—x"2=1,# >0 e a passagem de x, 5, g, # para
X’y §, %, ¢’ serd uma das transformagdes em questio. Acres-
centamos agora ainda s transformagdes que caracterizimos
os deslocamentos arbitririos da origem de espagos e tempos e
constituiremos assim um grupo de transformagdes que,
estando evidentemente ainda na dependéncia do parimetro ¢,
designarei por G..

Se deixarmos agora ¢ crescer indefinidamente e, portanto,
1/c convergir para zero, vé-se na figura que o ramo da hipér-
bole cada vez se aproxima mais do eixo do x, o 4ngulo das
assintotas tende para um 4ngulo raso, e aquela transformagio
especial converte-se, no limite, numa transformagio em que
o eixo #’ pode ter uma direcgdo arbitriria para cima, e x’ se
aproxima cada vez mais de x. E claro, em vista disto, que do
grupo G, se obtém no limite, para ¢ = oo, portanto como
grupo G_, exactamente o grupo completo que corresponde
4 mecinica newtoniana. Sendo assim, e visto que G, é mate-
miticamente mais inteligivel que G_, bem poderia um mate-
mitico, dando largas 4 sua imaginagio, ter atingido a idecia
de que, afinal, os fenémenos da Natureza nio possucm de
facto invaridncia em relagio ao grupo G_ mas sim em rela-
640 a um grupo G, com um determinado valor para ¢, que
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¢é finito, embora extremamente grande quando expresso em
unidades habituais.

Uma tal intuigdo teria sido um extraordinirio triunfo
para a matemitica pura. Neste caso, ela limitou-se a mani-
festar a sua aptidio para a redescoberta 2); mas, gragas 3s
felizes antecipagdes que lhe permitem os seus sentidos apura-
dos para vistas de grande alcance, ela poderé ainda encontrar
satisfagio na sua capacidade para prontamente apreender
as consequéncias profundas de uma tal transformagio da
nossa concepgio da Natureza.

Indicarei desde j4 qual é o valor de ¢ que adiante con-
cluiremos dever tomar-se: é o valor da velocidade de propaga-
¢do da lug no espago vazio.

Definida de outro modo, para evitar referéncias 20 espago e
a0 vazio, esta grandeza ¢ € a relagio entre a unidade electro-
magnética e a unidade electrostitica da quantidade de elec-
tricidade.

A natureza Ja invaridncia das leis da Natureza para
o respectivo grupo G, seria agora considerado do seguinte
modo: '

Da totalidade dos fenémenos da Natureza pode-se infe-
rir por aproximagGes sucessivas, com exactiddo cada vez
maior, um sistema de referéncia x, y, g, # — espago e tempo —
mediante o qual estes fenémenos se apresentem de acordo
com leis definidas. Mas este sistema de referéncia nio fica
de modo nenhum univocamente determinado pelos fenéme-
nos. Pode-se imprimir ao sistema de referéncia qualquer alteragao
que corresponda as transformagies do referido grupe G, sem que,
por esse facto, se modifigue a expressdo das leis da Natureza.

Poderemos, por exemplo, em referéncia 3 figura que
descrevemos, tomar como tempo a coordenada # mas, em
conjugagio com isso, teremos entdo de definir o espago pela
multiplicidade dos trés parimetros x’, y, g, e entdo as leis
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da Fisica exprimir-se-i0 exactamente da mesma maneira por
meio de x’, y, g, #' ou por meio de x, y, g, # Sendo assim,
nio mais terfamos no universo ¢ espago, mas sim um ndimero
infinito de espagos, do mesmo modo que no espago tridi-
mensional hi um nimero infinito de planos. A geometria
tridimensional torna-se entio um capitulo da fisica tetra-
dimensional. E compreende-se agora por que é que eu disse
no principio que espago e tempo se devem desvanecer como
sombras e s6 um universo nico subsistira.

I

Pergunta-se agora: quais s3o as circunstincias que nos
impdem esta uniio de espago e tempo? Nio contradiz ela
nunca a experiéncia? E, finalmente, trari ela vantagem para
a descrigio dos fenémenos?

Antes de entrar nestas questOes, farei uma observagio
importante.

Se tivermos individualizado de qualquer modo o espago e
o tempo, 2 um ponto substancial que esteja em repouso cor-
responderd como linha de universo uma recta paralela 20
eixo do # a um ponto substancial em movimento uniforme
uma recta inclinada em relagio ao eixo do #, e a um ponto
substancial em movimento variado uma linha de universo
curva. Se considerarmos para um ponto de universo arbi-
tririo, x, y, 3, #, a linha de universo que por ele passa, e verifi-
carmos que ai ela é paralela 2 um raio vector qualquer 0.4’
da folha de hiperboldide anteriormente mencionada, pode-
remos tomar OA’ como novo eixo dos tempos e entdo,
com os novos conceitos de espago e tempo assim formu-
lados, a «substincia» apresenta-se em repouso no ponto de
universo que foi considerado. Introduziremos agora este
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axioma fundamental: A substincia que se apresenta num ponto
de universo qualquer pode ser sempre reduzida, por meio de uma defi-
nigdo apropriada do espago e do tempo, ao estado de repouso.

O axioma significa que em cada ponto do universo
a expressio

2412 — dx2 — dy2 — dz2

¢ sempre positiva ou, o que significa 0 mesmo, que toda
a velocidade » se mostra sempre mais pequena que ¢. Deste
modo, ¢ apresentar-se-ia como limite superior para todas
as velocidades substanciais, e aqui estaria, precisamente,.
o significado profundo da grandeza ¢. Com este outro aspecto,
o axioma apresenta-se, 4 primeira vista, pouco satisfatério.
Mas deve notar-se que se vai agora estabelecer uma meci-
nica modificada, na qual intervém a raiz quadrada daquela
combinagio diferencial do segundo grau, de modo que os
casos de velocidades superiores 4 da luz desempenham ape-
nas um papel comparével ao que desempenham em geome-
tria as figuras com coordenadas imagindrias.

Ora o impulso e verdadeiro mébil para se admitir o grupo G,
proveio de que a equagdo diferencial da propagagio da luz
no espago vazio possui aquele grupo G *.

Por outro lado, o conceito de corpo rigido sé tem signi-
ficado numa mecinica que admite o grupo G_. Se tivermos
uma O6ptica com G, e houver, por outro lado, corpos rigi-
dos, é ficil ver que #ma mesma direcgio de # seria distin-
guida pelas duas folhas de hiperboléide correspondentes a
G.ea G_ e isso teria a ulterior consequéncia de que, usando
no laboratério instrumentos &pticos rigidos apropriados,

* Uma aplicagio deste facto encontra-se j4, essencialmente,
em W. Voigt, Géttinger Nachr, 1887, pig. 41.
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se deveria verificar alteragdo nos fenémenos quando se modi-
ficasse a orientagio deles em rciagio a direcgio do movimento
terrestre. Todos os esforgos feitos com este objectivo, em
especial uma célebre experiéncia interferencial de Michelson,
tiveram no entanto resultado negativo. Para obter uma expli-
cagdo disto, estabeleceu H. A. Lorentz uma hipétese, cujo
éxito reside precisamente na invaridncia da dptica para o
grupo G,. Segundo Lorentz, cada corpo que possua movi-
mento deve ter sofrido uma contracgio na direcgio deste
movimento, contracgo essa que, para a velocidade », se faz

na razdo de:
2
1.\/1_:_!.

Esta hipétese soa ao mais extraordindrio fantistico, porque,
para ela, a contracgio nio aparece como qualquer coisa que
possa por exemplo resultar da resisténcia oposta pelo éter,
mas antes como algo que misteriosamente, como se cafsse
do céu, se vem sobrepor as circunstincias do movimento.

Vou agora mostrar com a nossa figura que a hipétese
de Lorentz equivale inteiramente 4 cova concepgio de espago e
tempo, 0 que a torna muito mais inteligivel. Para simplificar,
ponhamos de parte as coordenadas y e 3 € imaginemos um uni-
verso a uma sé dimensio espacial. Consideremos um corpo
em repouso € outro em movimento uniforme e suponhamos
que em cada um deles se mantém constante a sua extensio
espacial. Entdo, as imagens dos seus cursos no espago e tempo
serdo respectivamente (fig. 1) duas faixas em forma de para-
lelogramo, uma orientada como o eixo do # outra inclinada
em relagio a ele. Se OA’ for paralela A segunda destas fai-
xas, poderemos introduzir # como coordenada temporal e
x’ como coordenada espacial; e entio o segundo corpo apre-
sentar-se-4 em repouso e o primeiro em movimento uniforme.
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Suponhamos que o primeiro corpo, quando considerado em
repouso, tem o comprimento /, isto é, que a secgio PP da
primeira faixa, sobre o eixo de x, é igual a /. OC onde OC
representa a unidade de medida sobre o eixo do x; e que,
por outro lado, o segundo corpo, guando considerado em repouso,
tem o mesmo comprimento /: o que significa que a secgdo
da segunda faixa medida paralelamente ao eixo do x’ é
Q0 =1.0C". Os dois corpos podem agora ser tomados
como imagens de dois electrdes de Lorentz, iguais, um em
repouso, outro em movimento uniforme.

Se em vez de usarmos o sistema de coordenadas x’, #,
mantivermos o sistema original, entio deveri tomar-se como
dimensio do segundo electrdo a secgio QQ, paralela ao eixo
do x, da faixa que lhe éorrcspondc. Ora, como Q'Q’ = /. OC",
resulta evidentemente QQ =1. OD’. Se tomarmos para

a segunda faixa % = 9, um célculo ficil conduz a

0D’ = OC. \/1 __"_:IT, e portanto também a PP : Q0 =
P

=1 :\/ 1 ___';_;_ Mas isto € a afirmagio da hipétese de

Lorentz a respeito da contracgio dos electrdes em movimento.
Se suposermos, por outro lado, que é o segundo electrio
que estd em repouso, e adoptarmos portanto como sistema
de referéncia x’, #, entdo deveremos tomar como compri-
mento do primeiro a secgio P'P’, paralela 2 QC’, da sua
faixa, e encontraremos o primeiro electrdo contraido em rela-
¢io ao segundo, exactamente na razio indicada; porque se tem

na figura
PP 00 = 0D : 0C"= OD" : OC = Q0 : PP.

Lorentz chamou Zempo local do electrio em movimento
uniforme 2 unido ¢ de x e 7, e aplicou uma construgio fisica
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deste conceito para obter uma melhor compreensdo da hipé-
tese da contracgdo. No entanto, é a Einstein que se deve
ter claramente reconhecido que o tempo de um dos elec-
trdes é tio bom.como o do outro, de modo que ¢é perfeita-
mente equivalerte utilizar # ou #. Isto fez com que o tempo
perdesse a sua posi¢do de conceito determinado de maneira’
univoca pelos fenémenos. Quanto ao conceito de espago,
nem Einstein nem Lorentz o atacaram, talvez por’ser pos-
sivel interpretar a transformagio especial acima- referida,
na qual o plano x, # coincide com o plano x’ #, por meio de
uma mudanga de coordenadas em que o eixo do x mantém
a sua posigdo. Tentar fazer para o conceito de espago o que
se fez para o tempo poderd ser considerado mera e temeri-
ria aventura matemidtica. No entanto, este passo parece-me
indispensédvel para a verdadeira compreensio do grupo G, e,
depois de ele ter sido dado, a designagio Postulado da Rela-
tividade parece-me demasiado frouxa para o que é exigido
por uma invaridncia com o grupo G, Como o contetido
do postulado consiste na afirmagio de que s6 um universo
quadridimensional, formado de espago e tempo, é revelado
pelos fenémenos, ficando-nos porém uma- certa liberdade
para o projectarmos no espago e no tempo, eu preferiria
para esta proposigio o nome de Postulado do Universo Abso-
luto (ou, abreviadamente, o de Postulado do Universo).

11T

Com o Postulado do Universo, torna-se possivel um tra-
tamento equivalente das quatro coordenadas x, y, g, 7.
Com isso ganham em inteligibilidade, como agora vou mos-
trar, as formas apresentadas pelas leis da fisica. Em parti-
cular o conceito de aceleragio adquire uma forma nitidamente
destacada.
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Utilizarei uma exposi¢do geométrica, que ocorre natu-
ralmente, se abstrairmos ticitamente de g no terno x, J, 2.
Tomarei como origem do espago-tempo um ponto arbitrd-
rio O do Universo. O cone

C2%2 — x2—y2 22 = 0
cujo vértice é O (fig. 2) compreende duas partes, uma com

valores # < 0, outra com valores # > 0. Diremos que a pri-
meira, o cone anterior a O, é formada por todos os pontos

do Universo que «emviam Juz para O»; a segunda, o cone pos-
terior a O, por todos os pontos do Universo que «recebem
luz de O». A regido encerrada pelo cone anterior poderd
chamar-se o «aquém O» (diesseits vori 0), e a encerrada pelo
cone posterior o «além O» (jenseits von 0). No «além O»
«fica a folha de hiperboléide ji considerada

F=¢42—x2—y2—22=1,1¢>0.

_ A regido entre os cones seri preenchida pelas figuras hiper-
boloidiformes de 1 folha

— F= x2 +_}'2+{2—£2f2=k2

correspondentes a todos os valores constantes e positivos
de k2. Sio importantes para nés as hipérboles de centro
em O tragadas sobre as referidas figuras hiperboliodiformes.
Os ramos isolados destas hipérboles poderio chamar-se
abreviadamente Aipérboles intercalares de centro O. Um ramo
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desses, tomado como linha de universo de um ponto substan-
cial, representaria um movimento cuja velocidade tende
assintoticamente para a velocidade da luz ¢ para # = — o0 e
t= 4 co.

Se, por analogia com o conceito de vector no espago,
chamarmos agora vecfor a um segmento orientado na mul-
tiplicidade de x, y, g, #, tetemos que distinguir entre vecto-
res do género temporal, cujas direcgdes vio de O para a folha
+ F=1, t>0, e vectores do género espacial com direcgdes
de O para — F=1. O eixo do tempo pode ser paralelo a
qualquer vector da primeira espécie. Qualquer ponto de
universo situado entre o cone anterior € o cone postetior
de O tanto pode, mediante uma escolha adequada do sis-
tema de referéncia, ser regulado para ser simultineo de O,
como para estar adiantado em relagio a O ou atrasado em rela-
¢do a O. Mas todo o ponto de universo aquém O esti neces-
siriamente sempre adiantado, ¢ todo o ponto além O estd
necessiriamente sempre atrasado em relagio a O. A passa-
gem liminar ¢ = oo corresponderia um achatamento com-
pleto do entalhe cuneiforme entre os cones, transformando-o
na multiplicidade plana #= 0. Nos diagramas desenhados
representou-se intencionalmente este entalhe com - larguras
diferentes.

Consideremos um vector arbitririo, por exemplo o que
une O a x, j, g, # e decComponhamo-lo nas quatro componentes
%, 9, % *. Se as direcgbes de dois vectores forem respectiva-
mente a do raio vector OR de O para uma das superficies
F F=0 e a de uma tangente RS no ponto R da referida
superficie, os vectores dizem-se mormais entre si. Assim,
a condigio para que sejam normais dois vectores cujas com-
ponentes sio x, 5, 3, € X1, 91, %15 F1 &

ety — xxy — 1 — 21 = 0.
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Para a medigdo de vectores em diferentes direcgSes,
devem fixar-se as #nidades de medida, atribuindo a um vector
do género espago dirigido de O para — F=1 sempre
a medida 1, e a um vector do género tempo dirigido de O
para + F=1, >0 sempre a medida 1.

Se considerarmos agora, passando por um ponto de
universo P(x, j, g, #), a linha de universo de um ponto subs-
tancial, 2 medida do vector temporal elementar dx, 4y, d%, dt,
disposto ao longo da referida linha, serd

dt = —:— Ve2di2 — dx2 — dy2 —dz2.

Ao integral f dx = 1 desta quantidade, tomado sobre

a linha de universo a partir de um ponto inicial fixo Py até
um ponto terminal varidvel P, chamaremos Zempo priprio do
ponto substancial em P. )

Sobre a linha de universo consideremos como fungdes
do tempo préprio todas as componentes x, y, g, # do vec-
tor OP; designemos as suas primeiras derivadas em ordem a
T por X, j, %, #, as suas segundas derivadas em ordem a 7 por
X,9, % #; e aos vectores correspondentes a estas derivadas,
isto é, A derivada do vector OP em otdem a T, e 2 derivada
desta-derivada vectorial em ordem a t, chamemos respecti-
vamente vector velocidade em P e vector aceleragdo em P.

Teremos entdo

252 — %2 —j2—32=¢2

2 — XX =)= =0,
isto é, o vector velocidade é o vector do género tempo de
grandeza 1 na direcgdo da linha de universo em P; o vector
aceleragio em P é normal ao vector velocidade em P e é

portanto sempre um vector do género espago.
Ora existe, como ¢ ficil de ver, um certo ramo de hipér-
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bole que tem em comum com a linha de univetso trés pontos
infinitamente préximos e tem como assintotas geratrizes de
um «cone anteriom e de um «cone posterior» (fig. 3 adiante).

Chamemos a este ramo de hipérbole hipérbole de curva-
tura em P. Em relagio ao ponto M, seu centro, ela é uma hipér-
bole intercalar. Se ¢ for a grandeza do vector MP, reconbe-
cemos o vector aceleragdo em P como sendo o vector de direccio MP e
de grandeza c2[p.

Se 3, ¥, % # forem todos nulos, a hipérbole de curvatura
reduz-se a uma recta tangente em P A linha de universo, e
dever-se-4 tomar p = 0.

v

Para mostrar que a aceitagio do grupo G, para as leis
da Fisica nunca conduz a uma contradigio, ¢ indispensi-
vel empreender uma revisio de toda a fisica, baseada na
postulagio deste grupo. Esta revisio foi ji levada a efeito
com éxito, numa certa extensio, para questes de termo-
dinidmica e de radiagiio calorifica *, para fenémenos electro-
magnéticos e, finalmente, para a mecinica, sob condigio de
se preservar o conceito de massa **,

Para este dltimo dominio da fisica deve, antes de mais
nada, por-se a seguinte questio: se uma forga, cujas compo-
nentes segundo os eixos espaciais sio X, Y, Z, actua num
ponto de universo P (x, j, g, #) cujo vector velocidade é
%, §, %, #, como é que se deve conceber a sua transformagio,
quando se mudar de modo arbitririo o sistema de referéncia?

* M. Planck, Zur Dynamik bewegter Systeme, Berliner Ber.
1907, pag. 542 (também Ann. d. Phys. 26 (1908), pig. 1).

** H, Minkowski, Die Grundgleichungen fiir die elektro-
magnetischen Vorginge in bewegten Kérpern, Gottinger Nachr. 1908,

pig. 53.
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Ora existem certas conjecturas comprovadas, referentes
A forga ponderomotriz no campo electromagnético nos casos
em que nio oferece divida a admissibilidade do grupo G,,
as quais levam 2 aceitagdo da simples regra que se segue:

Sempre que se mude de sistema de referéncia, a for¢a que se con-
siderava no sistema primitivo estd relacionada de tal modo com
a for¢a que deve ser considerada no novo sistema que, na transfor-
magdo de uma na outra, permanece invaridvel o vector de componentes

1X, £Y, tZ, ¢T,
sendo T=—1,-(i.X+"—.Y+$Z)
e\ f ¢
a poténcia dinimica, dividida por c2, da forga no ponto de universo.
.Este vector é sempre perpendicular ao vector veloci-
dade em P.

Chamaremos a um vector desta espécie, correspondente a
uma forga em P, vector-forga motor (<bewegender Kraftvektor)
em P,

Suponhamos agora que a linha de universo que passa
pelo ponto P € descrita por um ponto substancial de massa
mecdnica constante .

Designemos por vector-impulsio em P («Impulsvektom)
o vector velocidade em P multiplicado por m; e por vec-
tor-for¢a do movimento («Kraftvektor der Bewegung») em P
o vector aceleragio em P multiplicado por m. De acordo
com estas definigdes, enuncia-se do seguinte modo a lei
a que obedece o movimento de um ponto dotado de massa
sob a acgdo de um dado vector forga motor *:

O vector-forga do movimento é igual ao vector-forga motor.

Esta assergdo condensa quatro equagGes para as compo-
nentes segundo os quatro eixos, podendo a quarta ser con-

* H. Minkowski, loc. cit., pdg. 107. Cf. também M. Planck,
Verh. d. Physik. Ges. 4 (1906), pég. 136.
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siderada consequéncia das primeiras trés, visto os dois vec-
tores anteriormente mencionados serem ambos «a priori»
perpendiculares ao vector velocidade.

Em virtude do significado acima dado a 7, a quarta
equagio exprime indubitivelmente a lei da energia. Daqui
resulta que se deve tomar como energia cinética do ponto
dotado de massa o produto por ¢2 da componente do vector
impulsio segundo o eixo do #

A expressio correspondente é

dt )
Wit = ¢ /\/1_?_,

a qual, suprimida a constante aditiva m¢2, é a expressio % my2
da mecinica newtoniana até quantidades da ordem 1/c2.
Fica com isto patenteada de maneira flagrante a dependéncia
em que a energia se encontra do sistema de referéncia. Como, porém,
o eixo do # pode ser tomado na direcgdo de qualquer vector
do género temporal, segue-se por outro lado que a lei da
energia, estruturada para todos os sistemas de referéncia
possiveis, contém ji todo o sistema das equagdes do movi-
mento. Este facto conserva o seu significado quando, do
modo ji discutido, se fizer a passagem ao limite correspon-
dente a ¢ = oo, tendo assim importincia para a construgio
axiomitica da mecinica newtoniana. Sob este ponto de vista
j4 o mesmo facto foi considerado por I. R. Schiitz *.

Pode-se estabelecer «a priori» a relagdio da unidade de
comprimento para a unidade de tempo, de tal forma que
o limite natural das velocidades se torne ¢ = 1. Se, feito isso,
tomarmos em vez da varidvel # a varidvel s =y —1.¢,
a expressio diferencial quadritica de d<2 toma a forma

d12=—dx2—4}72—d{2—d;2,

* 1. R. Schiitz, Das Prinzip der absoluten Erhaltung der Energie,
Géttinger Nachr. 1897, pig. 110.
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que ¢ perfeitamente simétrica em x, y, g, 5, transmitindo-se
esta simetria a todas as leis que n3o contradigam o postulado
do universo. Deste modo, a esséncia deste postulado, pre-
nhe de consequéncias matemiticas, pode enroupar-se na for-
mula mistica:

3.105km =V —1 seg.

A%

As vantagens trazidas pelo postulado do universo nio
podem talvez em nenhum exemplo documentar-se de maneira
mais sugestiva do que nas acgdes emanadas, segundo a teoria
de Maxwell-Lorentz, de uma carga eléctrica ponsual animada
de um movimento arbitrdrio. Consideremos a linha de universo
de um tal electrio
puntiforme de carga
e, e introduzamos
sobre ela o tempo
préprio t a partir de
um ponto inicial
qualquer.

Para termos o
campo criado pelo
electrio num ponto
de universo arbitri-
rio P;, construamos
o cone anterior rela-
tivo a P; (fig. 4).
Este cone encontra

Fig. 8 Fig & a linha de universo
ilimitada do electrio,

visto que as direcgdes desta s3o em todos os seus pontos as
de vectores do género temporal; e esse encontro dé-se evi-
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dentemente em um sé ponto P. Tracemos a tangente em P A
linha de universo e tiremos de P; a normal P;Q a esta tan-
gente. Seja r 2 medida de P; Q. A medida de PQ deve entio
ser, de acordo com a definigio de cone anterior, r/c. Ora o
vector de direc¢do PQ e grandeza e[t representa, pelas suas compo-
nentes segundo os eixos X, Y, z, 0 potencial vector multiplicado por
C, ¢ pela sua componente segundo o eixo t o potencial escalar do
campo criado por e, no ponto Py. Nisto se baseiam as leis ele-
mentares formuladas por A. Liénard e E. Wiechert *,

Torna-se entdo claro que na descri¢gio do campo pro-
vocado por um electrio 2 decomposigio do campo em forga
eléctrica e forca magnética é uma decomposigio relativa 20
eixo de tempo que for tomado. A maneira mais clara.de
compreender esta descrigio simultinea das duas forgas encon-
tra-se numa certa analogia, ainda que incompleta, que ela
tem com o torsor da mecinica.

Ocupar-me-ei agora da acgdo ponderomotriy exercida por
#ma carga pontual, animada de um movimento qualquer, sobre outra
carga pontual, igualmente animada de um movimento arbitrario.

Suponhamos que a linha de universo de um segundo
electrio puntiforme de carga ¢; passa pelo ponto do uni-
verso P;. Determinemos P, Q, r como hi pouco e deter-
minemos em seguida (fig. 4) o centro M da hipétbolc de
curvatura em P e, finalmente, 2 normal MV tirada de M a
uma recta que se supde passar por P paralelamente a QP .
Estabelegamos agora, com origem em P, um sistema de
referéncia do seguinte modo: o eixo # na direcgio PQ,
o eixo x na direcgio QP;, o eixo y na direcgio MN; deste

* A. Liénard, Champ électrique et magnétique produit par
une charge concentrée en un point et animée d’un mouvement quelconque,
L’Bclairage électrique 16 (1898) pigs. 5, 53, 106; E. Wiechert, Elektro-
dynamische Elementargesetze, Arch. Néerl. (2) 5 (1900), pag. 549.
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modo ficard finalmente determinada a direcgdo do eixo g
pela normal aos eixos #, x, y. Seja X, ¥, %, # o vector acelera-
¢gioem P e X1, J1, %1, #1 o vector velocidade em P;.
Entilo, o vector-forga motor exercido em Py pelo primeiro electrao
em movimento arbitrdrio, e, sobre o segundo electrdo em movimento
arbitririo, ey, terd a expressio

—er (i,—3)8,

na qual para as componentes R, R, K;, R, do vector { se veri-
ficam as trés relagies:

(RI—RX=%21 Ry’—_%) Rg':o

er

e, como guarta condigdo, este vector § ¢ normal ao vector velocidade
em Py, sendo somente através desta condigdo que depende do refe-
rido vector velocidade.

Se compararmos csta proposi¢io com prévias formula-
¢oes * da referida lei elementar respeitante 2 acgio ponde-
romotriz de duas cargas puntiformes, nio podemos deixar
de reconhecer que as relagdes aqui consideradas s6 nas qua-
tro dimensdes revelam a sua esséncia intima com inteira sim-
plicidade, 2o passo que s6 se manifestam através de uma ema-
ranhada projecgio quando impomos «a priori» o espago a
trés dimensdes. '

As perturbantes desarmonias que se encontram entre
a mecinica de Newton e a electrodinimica moderna desa-
parecem da mecénica que foi reformada por forma a ficar

* K. Schwarzschild, Goéttinger Nachr. 1903, pdg. 132; H. A.
Lorentz, Enzykl. d. math. Wissensch. V, Art. 14, pig. 199.
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de acordo com o postulado do universo. Farei ainda breve
referéncia & posigio da lei newtoniana da atracgio em relagio
a este postulado. Admitirei que, enquanto dois pontos dota-
dos de massa, » e my, desctevem as suas linhas de universo,
exercer-se-4 de 7 sobte m; um vector-forga motor que obe-
dece exactamente 2 lei cuja expressio acabimos de dar para
os clectrdes, com a unica diferenga de que se deve agora
substituir nela —¢e; por +-mm;. Consideremos em par-
ticular o caso de ser constantemente nulo o vector acele-
ragio de m, o que nos permite introduzir entdo # por forma
que = se apresente em repouso, ficando em movimento ape-
nas m;, sob o efeito do vector-forga motor procedente
de m. Se agora modificarmos este vector, na forma que lhe

foi dada, introduzindo-lhe o factor #-1 = \/1— —:; , que até

4 ordem 1/¢2 se pode tomar igual a 1, prova-se * que para
as posigdes x1, y1, %1, de m; e suas variagdes no tempo
se reencontram exactamente as leis de Kepler, sbmente com
a alteragio de que,‘em vez dos tempos #1, se devem intro-
duzir os tempos proprios t; de ;.

Desta simples observagio resulta que a lei de atracgio
proposta ligada 4 nova mecinica nio se presta menos para
explicar as observagdes astron6émicas que a lei da atracgdo
de Newton ligada 4 mecinica newtoniana.

Também as equagdes fundamentais que regem os fené-
menos electromagnéticos nos corpos ponderiveis se conci-
liam perfeitamente com o postulido do Universo. E, como
noutro lugar hei-de mostrar, até mesmo a dedugio dessas
equagOes feita a partir das representagdes da teoria electrd-
nica, tal como foi ensinada por Lorentz, pode ser mantida
em face do referido postulado.

* H. Minkowski, loc. cit., pig. 110.

[113]



A validade sem excepgio do postulado do universo é,
creio eu, o verdadeiro cerne de uma imagem electromagné-
tica do Universo. Entrevista por Lorentz, e posta a descoberto
por Einstein, fica agora por completo 4 luz do dia. Na explo-
ragio das suas consequéncias matemdticas encontrar-se-20
suficientes sugestdes para verificagdes experimentais do pos-
tulado. Essas verificagbes, manifestando uma harmonia
pré-estabelecida entre a matemidtica pura e a fisica, serdo
capazes de convencer até mesmo aqueles para quem o aban-
dono de antigos pontos de vista seja antipitico ou doloroso.

Notas do Tradutor
1) Traduziu-se assim a expressio (idiomdtica?) «mit kithner Kreide»,

2) Traduziu-se aqui por «aptidio para a redescoberta» a palavra
alemd «Treppenwitzy.
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NOTAS

Escusado serd dizer que, ao fazer esta reedigio da conferéncia de
Minkowski sobre o espago e o tempo, nio se ousou tocar em uma sé
das palavras do seu texto. Nem-mesmo se inseriram nele chamadas de
referéncia 4s notas que se vdo seguir, com receio de o prejudicar.
De modo nenhum estas notas sio essenciais; outro fim nio tém que
nio seja a remogio de pequenas dificuldades matemiticas de.carécter
formal, que podem deparar-se no caminho que conduz is grandes ideias
de Minkowski. Sobre a literatura relacionada com Minkowski apenas
se faz referéncia a0 que directamentc se relacione com o objectivo da
sua conferéncia, Ainda hoje se pode objectivamente afirmar que, sob
o ponto de vista fisico, nada do que Minkowski diz nessa conferén-
cia precisa de ser retirado (excepto a nota final sobre a lei da atracgio
de Newton); o mesmo se nio dird quanto 2 posigdo epistemolégica
a tomar perante a concepgio de Minkowski sobre o problema do espago e
tempo mas, a meu ver, essa questio nio toca essencialmente o compor-
tamento fisico das coisas.

1 — P4g. 100, linha 22. «Por outro lado, o conceito de corpo rigido
86 tem significado numa mecénica que admita o grupo G, .»

Esta afirmagio ficou amplamente confirmada numa discussio a que
deu lugar, um ano depois da morte de Minkowski, um trabalho do
seu discipulo Max Born. Max Born tinha definido (Ann. d. Phys. 30
[1909], pég. 1) como corpo relativamente tigido um corpo que softe,
para qualquer dos scus clementos de volume, a contracgio de Lorentz
que corresponde 3 sua velocidade, sucedendo isso ainda mesmo que
o movimento scja acelerado. Ehrenfest mostrou (Phys. Zeitschr. 10
[1909], pig. 918) que um tal corpo nio pode ser posto em rotagio;
Herglotz (Ann. d. Phys. 31 [1910], pag. 393) e F. Néther (Ann. d. Phys. 31
[1910], pig. 919) mostraram que ele apenas dispde de trés graus de
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liberdade para se mover. Procurou-se depois definir também um corpo
relativamente rigido de seis ou nove graus de liberdade. Em oposi-
¢do a isto, Planck (Phys. Zeitschr 11 [1910], p4g. 294) exprimiu o ponto
de vista de que a teoria da relatividade sé pode operar sobre corpos
mais ou menos eldsticos e Laue (Phys. Zeitschr. 12 [1911], péig. 48)
demonstrou com os métodos de Minkowski relacionados com a fig. 2
desta conferéncia que, na teoria da relatividade, cada corpo sélido deve
possuir um nimero infinito de graus de liberdade.

Por fim, Herglotz (Ann. d. Phys. 36 [1911], p4g. 453) desenvolveu
uma teoria da eclasticidade relativista, scgundo a qual surgem tensdes
elisticas sempre que o corpo durante o movimento se nio comporta
como relativamente rigido no sentido dec Bohr. O corpo relativamente
rigido desempenha assim nesta teoria da clasticidade o mesmo papel que
o corpo rigido tradicional na teoria da elasticidade habitual.

2 —Pig. 102, linha 16. «Um célculo ficil conduz a OD’ =
- oc\/1 _”_:,,. Sjanafig 1 a= < A'0A B =< BOA =
'3

= <] C’OB, resultando a igualdade destes dois ultimos 4ngulos do
facto de as assintotas terem posigio simétrica em relagio aos novos eixos
de coordenadas (didmetros conjugados da hipérbole). Como « + f = =/4,
entio

sen 2f1 = cos 2 a.

A lei dos senos d4, no tridngulo OD'C”:

ou; visto set OC’ = 0A’:

cos 2 a

) oD = 04’
COos a

= 0A’ cos a (1 —1tg? a).

Se x, ¢ forem as coordenadas do ponto A’ no sistema X, # e portanto
x.0A4 e ¢t.0C = ¢t.0A as correspondentes distincias aos eixos das
coordenadas, teremos

C ] v
2) x-0A=sena.-0A’, ¢t.0A=cosa-0A4’, = =tga=

[3
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Se introduzirmos estes valores de x e ¢f na equagio da hipérbole, encon-
traremos:

0A

cosaVl—tg’a;

3) 0A~? (cos? a —sen?a) = 0A2, OA =

€ assim, em virtude de- (1) e (2),

@ 0D = 0AYT—=172 =0A\/1-_”;.
¢

Esta ¢ a férmula que se pretende deduzir, visto que 04 = OC.
Como, além disso, no tridngulo rectingulo OCD se tem:

ocC 0OA

cos a cosa’

a equagio (3) pode entio esctever-se do seguinte modo:

0D oD )
O O gyl
1/1—tg’a 0A 1 -2

o que, conjugado com (4), d4 a proporgio
OD:0A4"=0D’:0A4

a qual, visto ser 04’ = 0C’ ¢ 0A = OC, ¢ idéntica 2 utilizada na
pég. 102, linha 27
OD : 0C’= 0D’ : OC.

3 — Pég. 105, linha 11. «Qualquer ponto do universo situado entre
o cone anterior e o cone posterior de O tanto pode, mediante uma escolha
adequada do sistema de referéncia, ser regulado para ser simultineo
de O, como para estar adiantado em relagio a O ou atrasado em rela-
¢io a O i

M. Laue faz derivar desta observagio (Phys. Zeitschr. 12 (1911),
p4g. 48) o teorema de Einstein, segundo o qual, na teoria da relativi-
dade, nenhum acontecimento com ligagio causal se pode propagar
com velocidade superior 4 da luz («velocidade do sinal <C ¢»). Supo-
nhamos que um acontecimento O d4 origem a um outro acontecimento P
e que o ponto de universo P estd situado na regido que separa os dois
cones de O. Nesse caso, o efeito transferir-se-ia de O para P com uma
velocidade superior 4 da luz relativamente ao sistema de referéncia con-
siderado x, #, no qual o efeito P se supde obviamente posterior a
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causa O: #p > 0. Mas agora, de acordo com a observagio acima trans-
crita, pode substituir-se o sistema de referéncia de tal modo que P venha
a ficar anterior a O; isto é, pode-se escolher, de um nimero infinito
de maneiras, um sistema x’, #' tal que resulte #'5 < 0. Ora isto ¢ incon=
cilidvel com a ideia de causalidade: logo, P deve encontrar-se ou na
regido «além O», ou sobre o cone posterior de O: o que significa que
a velocidade de propagagio de um sinal eficaz («betitigendes Signal»)
emitido em O e causador de um segundo acontecimento no ponto de
universo P deve ser necessdriamente < ¢.

(B claro que, mesmo dentro da teoria da relatividade, é possivel
definir acontecimentos que se propaguem com velocidade superior 2
da luz: geométricamente, por exemplo, isso pode fazer-se de modo
muito simples. Tais acontecimentos, porém, nio podem nunca ser usa-
dos como sinais: nio & possivel fazé-los entrar, deliberadamente, em
acgio, nem provocar, por meio deles, a actuagio de um «relaisy a dis-
tincia. E também verdade que se encontram meios épticos em que a
«velocidade da luz» é > ¢. Mas entdo, o que se entende por velocidade
da luz ¢ a velocidade de propagagio da fase num trem de ondas perié-
dico e infinito: o que nio corresponde a nada que possa ser utilizado
como sinal. Pelo contririo, uma frente de onda, ém todas as circuns-
tincias, e seja qual for a constituicio do meio Optico, propaga-se com
a velocidade ¢; cf., por exemplo, A. Sommerfeld, Festschrift Heinrich
Weber (Leipzig, Teubner 1912), pig. 338, ou Annalen d. Physik 44
(1914), pag. 177.)

4 — Pig. 106, linha 10. Como Minkowski me fez uma vez notar,
o elemento de tempo préprio dt ndo € uma diferencial total. Se unirmos
dois pontos de universo O ¢ P por duas diferentes linhas de uni-

verso 1 ¢ 2, serd
l[lr:/:’[dr.

Se 1 for tragada paralelamente 20 eixo do #, a fim de que a transigio
que lhe corresponde signifique repouso em relagio ao referencial adop-
tado, ter-se-4 visivelmente )

fdt=t, l[lr<t.

Aqui assenta o atraso, revelado por Einstein, do relégio mével em rela-
¢do ao relégio fixo. A afirmagio de tal atraso baseia-se, como Einstein
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mostrou, na suposigio (indemonstrivel) de que o relégio mével indica
de facto o tempo préprio, isto ¢, d4 em cada instante aquele tempo que
corresponde 2o estado instantineo de velocidade, considerado como
estaciondrio. Para poder ser comparado com o relégio em repouso no
ponto de universo P, o relégio mével tem de ser submetido a um movi-
mento acelerado (com variagdes de velocidade ou de direcgio).

O atraso do relégio moével representa assim, nio propriamente
«movimento», mas sim «movimento acelerado». Nio h4, pois, contra-
digdo com o principio da relatividade.

5 — P4g. 107, linha 4. O conceito de hipérbole de curvatura é cons-
truido exactamente segundo o modelo do conceito elementar de cit-
culo de curvatura. A analogia torna-se identidade analitica, se se uti-
lizar, em vez da coordenada temporal real #, a coordenada imaginiria
# = ict, isto ¢, o produto por ¢ da coordenada s utilizada por Minkowski
na pég. 109.

De acordo com o que se diz na pég. 104 uma hipérbole intercalar
no plano x, # tem a equagio

x?—¢22 =¢? (com k& =),

¢ portanto, no plano x, #
x? 4+t =g?

Ela poderd entio ser representada pelas seguintes equages paramé-
tricas, nas quais ¢ representa um déngulo imagindrio puro:

x=gpcosy, #=psenq.
Pode-se, em vista disto, ¢ tal como eu propus nos Ann. d. Phys. 33,
pig. 649, § 8, representar como circular «o movimento hiperbélicon
0 que permite caracterizar com particular clareza as suas principais pro-

priedades (convecgio do campo, aparecimento de uma espécie de forga
centrifuga). Para o movimento hiperbélico tem-se

dt =l“/__d,,a_dxi =-E_|d¢['

¢ portanto
. dx ; . du .
x=-z—=—uscn9, n=d—r=+ucos?
w A% et . de ¢
X= TG o il



A grandeza do vector aceleragio no movimento hiperbélico é entio
¢2fo. Como qualquer linha do universo arbitririamente dada é tocada
em trés pontos pela hipérbole de curvatura, ela terd em comum com
o movimento hiperbélico o vector aceleragio, cuja grandeza sers, por-
tanto, ¢2/3 como se indicou na pég. 107, linha 8.

O centro M do movimento circular x? + #? = p? ¢ evidentemente
o ponto x =0, » =0, e todos os pontos da hipérbole tém em rclagio
a cste ponto a «distdncia» constante g, isto é, o valor constante da gran-
deza do raio vector. E por isso que ¢ ¢ representado pelo segmento MP
da fig. 3.

6 — Pig. 108, linha 10. A razio por que a forga X, Y, Z, tem de ser
multiplicada por ; para sc completar com cla um «vector-forga» explica-se
da seguinte maneira:

Segundo Minkowski o vector-impulsio (pig. 108, linha 20) defi-
ne-se por

mx, my, mg, mi

significando 7 a «massa mecinica constante», ou, como Minkowski
diz ainda mais significativamente noutro lugar, a «massa em repouso».
Se nos cingirmos & lei do movimento de Newton (variagio do impulso
por unidade de tempo igual 2 forga), teremos

d . d . d
me—X, W’IIJ—Y, —d’—mg—Z.

A multiplicagio por / transforma os primeiros membros em compo-
nentes vectoriais no sentido de Minkowski. Sendo assim, t'X,i b 28 {1z
sdo as trés primciras componentes do «vector forgan, A quarta com-
ponente £ T resulta unlvocamente da exigéncia de o vector-forga ser
perpendicular a0 vector-velocidade. As equagdes de Minkowski para
a mecanica do ponto material escrever-se-do entiio (para massa de repouso
constante):

mx=1iX, mij=1tY, mg=12Z, mi=;iT

De resto, a premissa da constincia da massa em repouso s6 pode man-
ter-se se o conteido ensrgético do corpo ndo se modificar durante o movi-
mento (isto é, se este se efectuar «adiabidtica e isocoricamente», como
diz Planck).
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7 — P4gs. 110 e 111. O que é caracteristico das construgdes aqui
dadas é a sua total independéncia de um sistema de referéncia especial.
Elas dio, como Minkowski anunciava na pig. 95 «relagdes reciprocas
entre linhas de universo» (ou pontos de universo) como «a mais per-
feita expressdo das leis fisicas». Na pig. 111, por exemplo, o potencial
electrodindmico («quadripotencialy) s6 é referido aos eixos coordena-
dos, x, 3, %, ¢ depois de ter sido scparado (de modo convencional) numa
parte escalar e numa parte vectorial, mas essas partes, sob o ponto de
vista da rclatividade, nio tém um significado auténomo e invariante.

Comentando o trabalho de Minkowski, deduzi, a partir das equa-
¢oes de Maxwell, e usando os métodos de Minkowski, uma representa-
¢do analitica invariante para o quadripotencial e para a acgio pondero-
motriz entre dois electrdes, a qual modifica as citadas construgdes de
Minkowski (Ann. d. Phys. 33 [1910], p4g. 649, § 7). Como um trata-
mento rigoroso desta questio nos levaria muito longe, reenvio o leitor
que queira tomar conhecimento daquela representagio analitica ou dos
correspondentes pormenores para M. Laue (Das Relativititsprinzip)
(Braunschweig [Vieweg] 1913, 4.2 Ed., 1921 § 19). Veja-se -também
a conferéncia de Minkowski «Das Relativititsprinzip», Ann. d. Phys. 47
(1915), pdg. 927; neste trabalho d4-se ao quadripotencial a posigio domi-
nante da electrodinimica e, por esse meio, esta assume a sua forma
mais simples.

8 — A representagio invariante do campo electromagnético como
«vector de segunda espécie» (ou sextivector, designagio por mim pro-
posta € que parece estar a ter aceitagio) é uma parte particularmente
importante da apresentagio da electrodinimica de Minkowski. Ao passo
que as ideias de Minkowski sobre o vector de primeira espécic («qua-
drivector») foram em parte antecipadas por Poincaré (Rend. Cir. Mat.
Palermo 21 [1906])), a introdugdo do sextivector no trabalho de Min-
kowski é original e essencial. Tal como acontece com o sextivector,
também o torsor da mecdnica (sistema formado por uma forga ¢ um
binério) depende de 6 parimetros; e, assim como no campo electroma-
gnético «a decomposigio do campo em' forga cléctrica e magnética é
uma decomposigdo relativa, assim também a separagio do torsor em
uma forga e um bindrio pode ser feita, como se sabe, de um grande
nimero de maneiras.

9 — Pég. 112, tltimo pardgrafo. A forma relativista dada por Min-
kowski 2 lei de Newton estd incluida na forma mais geral que foi pro-
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posta por Poincaré (no trabalho que acabamos de citar), quando ¢
tomada no caso especial — mencionado no texto — de a aceleragio ser
nula; mas, por outro lado, ela adquire maior alcance que esta ultima
quando se considera a existéncia de aceleragdo.

Como se depreende da formulagio da lei da gravitagio por
Minkowski ou por Poincaré, é possivel (de muitas maneiras) conciliar
a lei de Newton com a teoria da relatividade. Esta lei é, no entanto,
concebida como lei pontual, e assim a gravitagio é tomada, de certo
modo, como uma acgio a distincia. A «teoria da relatividade geraly,
que Einstein comegou a desenvolver no ano de 1907, aborda o pro-
blema da gravitagio com maior profundidade. Nio s6 a gravidade
se concebe aqui como uma forga de campo descrita por equagdes dife-
renciais espago — temporais — o que do ponto de vista actual parece
irrefutdvel — mas, além disso, ela aparece orginicamente unida ao prin-
cipio da relatividade alargado a toda e qualquer transformagio, ao passo
que nos trabalhos de Minkowski e Poincaré era adaptada mais exte-
riormente 20 postulado da relatividade. Na teoria da relatividade geral,
a estrutura espago-temporal ¢ deferminada a partir de, ou juntamente
com, 2a gravitagio. O principio da relatividade é af — por extensio das
ideias de Minkowski — de tal modo formulado, que exige a covaridn-
cia das grandezas fisicas relativamente a todas as transformagdes pon-
tuais, o que implica que os coeficientes do elemento linear invariante
intervenham nas leis fisicas.

10 — P4g. 113, ultimo pardgrafo. As «Equagdes fundamentais para
os fenémenos electromagnéticos nos corpos em movimento» («Grun-
dgleichungen: fiir die elektromagnetischen Vorginge in bewegten Kor-
pern») foram desenvolvidas por Minkowski em Géttinger Nachrichten,
1907. Nio chegou, porém, a completar a2 «Dedugdo destas equagdes
baseada nos principios da teoria dos electrdes» («Ableitung dieser Glei-
chung auf Grund von Vorstellungen der Elektronentheorie»).

Os seus ‘ensaios a este respeito foram desenvolvidos por Max Born
¢ formam, juntamente com as «Grundgleichungen», o primeiro volume
desta séric de monografias (Leipzig, 1910).

[124]



A. EINSTEIN

SOBRE A INFLUENCIA DA GRAVIDADE
NA PROPAGAGAO DA LUZ

OS FUNDAMENTOS DA TEORIA
DA RELATIVIDADE GERAL

O PRINCIPIO DE HAMILTON
E A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

CONSIDERACOES COSMOLOGICAS SOBRE
A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

OS CAMPOS DE GRAVIDADE
DESEMPENHARAO UM PAPEL ESSENCIAL
NA CONSTITUICAO DAS PARTICULAS
ELEMENTARES DA MATERIA ?



. MVMW.—-.\"‘...".. ..q.._w.__._ﬂ.mw..m . ."wuﬁ..._.. ..""..mm" :
i M@a o LA S

e S
' ...”" ™ .I.n.m.w.....%wﬂi. |._.wu_.n.._|.ﬂ ﬂu.._“.._f i
e s A
%%Mﬁ& L BT S ...._1 I, ..i%m s
% i K
i

o | _
T e ¥ . : :

Rt C an: . : e

Y mﬁ.ﬂ.ﬂ.ﬂ nﬂ ot FW&F#T.*W,M.WW :

'
B y ol e U

, Lw ””. :




SOBRE A INFLUENCIA DA GRAVIDADE
NA PROPAGAGAO DA LUZ*

J4 num artigo apresentado hd quatro anos eu procurei
responder A questio da possivel influéncia da gravidade sobre
a propagagio da luz**, Volto agora a este tema, porque nio
me satisfaz a forma por que entio tratei o assunto e, mais
ainda, porque vejo agora que uma das mais importantes
consequéncias daquelas consideragdes pode ser submetida 3
verificagio experimental. Refiro-me ao facto de os raios de
luz que passam na proximidade do Sol sofrerem no seu
campo de gravidade, segundo a teoria que se vai apresentar,
um desvio tal, que a distincia angular entre o Sol € uma estrela
fixa observada na sua proximidade é vista com um aumento
aparente de quase 1 segundo de arco.

No decurso destas reflexdes surgem ainda outros resul-
tados que se relacionam com a gravitagio. Como, porém,
uma exposigio completa do assunto seria um pouco difi-
cil de seguir, aqui s6 serdo apresentadas algumas considera-
¢bes muito elementares, para que o leitor possa facilmente
tomar conhecimento das bases € da linha de pensamento
da teoria. As relagdes que aqui se deduzem s3o vilidas ape-
nas em primeira aproximagio, conquanto seja vilido o seu
fundamento tedrico.

* Reproduzido de Ann. d. Phys. 35 (1911).
** A. Binstein, Jahrb, f. Radioakt. u. Elektronik 4 (1907)
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$ 1. Hipbtese sobre a naturexa fisica do campo gravitico

Imaginemos num campo de gravidade homogéneo (cuja
aceleragio designaremos por y) um sistema de coordenadas
em repouso K, de tal modo orientado que as linhas de forga
do campo fiquem dirigidas no sentido negativo do eixo
do z. Imaginemos também que num espago isento de cam-
pos de gravidade se encontra um segundo sistema de coor-
denadas K’ animado de um movimento uniformemente ace-
lerado (de aceleragio 7) na direcgdo do eixo do g e no seu
sentido positivo. Para nio complicar inutilmente o racio-
cinio, dispensaremos por agora a teoria da relatividade e
consideraremos os dois sistemas segundo o ponto de vista
da cinemitica tradicional e o movimento que os anima
segundo a perspectiva da mecinica usual.

Os pontos materiais que n3o estejam sujeitos 3 influén-
cia de outros movem-se, tanto em relagio a K como a K,
de acordo com as equagdes:

d’x,_ dejv . d’{v
am = =0 =y

ar

Em relagio ao sistema acelerado K’ isto resulta direc-
tamente do principio de Galileu, mas em relagdo ao sistema X,
que estd em repouso num campo de gravidade homogéneo,‘
resulta do facto experimental de todos os corpos terem,
em tal campo, movimentos idénticos uniformemente acele-
rados. Esta lei da queda idéntica de todos os corpos no campo
da gravidade é uma das mais gerais que a observagio da
Natureza nos oferece, mas, apesar disso, nio lhe foi dado
nenhum lugar nos fundamentos da nossa representagio do
mundo fisico.

Chegaremos, porém, a uma interpretagio muito satis-
fatéria de tal lei experimental, se admitirmos que os siste-
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mas K e K’ se equivalem completamente do ponto de vista
fisico, isto €, se admitirmos que o sistema K pode, igual-
mente bem, considerar-se colocado num espago isento de
campo de gravidade; mas entio, teremos de o considerar
animado de um movimento uniformemente acelerado. Com
esta concepgio n3o pode mais falar-se de aceleragdo absoluta
do sistema de referéncia, do mesmo modo que na teoria
da relatividade habitual nio tem sentido falar-se de veloci-
dade absoluta de um sistema *. Aceite a hipétese que acaba-
mos de fazer, a identidade de queda de todos os cotrpos
num campo gravitico torna-se imediatamente inteligivel.

Enquanto nos cingirmos aos fenémenos puramente meci-
nicos abrangidos pelo dominio de validade da mecinica
newtoniana, nio oferece duvida a equivaléncia dos siste-
mas K e K’; mas essa equivaléncia s6 atingird um significado
de maior profundidade se a admitirmos para todos os fené-
menos fisicos, isto é, se as leis da Natureza referidas 2 K
coincidirem inteiramente com as leis referidas a K’. Com
a aceitagio disto, teremos adquirido um principio que, se for
realmente verdadeiro, terd um grande valor heuristico, por-
que nos permitird, através da consideragio tedrica dos fené-
menos que se passam em relagdo a um sistema de referéncia
uniformemente acelerado, obter informagio acerca do curso
dos fenémenos num campo de gravidade homogéneo. Nas
piginas seguintes comegaremos por mostrar até que ponto
¢ que a nossa hipétese atinge, dentro do ponto de vista da
teoria da relatividade habitual, uma considerdvel plausibi-
lidade.

* E claro que nio é gualquer campo de gravidade que pode subs-
tituir-se por um estado de movimento do sistema privado de campo
de gravidade, do mesmo modo que nio é possivel, por meio de uma
transformagio relativista, reduzir ao repouso todos os pontos de qual-
quer meio em movimento.
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$§ 2. Sobre a ponderabilidade da energia

A teoria da relatividade estabeleceu que a massa inerte

dum corpo cresce com o seu contetido energético: se o valor
do acréscimo de energia for E, o acréscimo de massa inerte
serd igual a E[c2, sendo ¢ a velocidade da luz. Mas corres-
ponderi a este aumento de massa inerte também um aumento
na massa gravitica? Se assim nd3o for, a queda dum corpo
num mesmo campo de gravidade deverd efectuar-se com
acelerages diversas, dependentes do contetdo energético do
corpo. O resultado tZo satisfatério da teoria da relatividade,
segundo o qual a lei da conservagio da massa se funde com
a lei da conservagio da energia, nio se poderia manter, por-
que entio a lei da conservagio da massa teria realmente
que ser abandonada, na sua forma antiga, para a massa inerte,
mas teria que ser mantida para a massa gravitica. Ora isto
deve considerar-se muito pouco provivel.
"~ Por outro ladn, a teoria habitual da relatividade n3o nos
fornece nenhum argumento do qual se possa inferir que
o peso dum corpo estd dependente do seu conteiido ener-
gético. Vamos mostrar, porém, que a nossa hipétese da
equivaléncia dos sistemas K e K’ acarreta, como consequén-
cia necessiria, a ponderabilidade da energia.

Suponhamos que os dois sistemas materiais §; e Sy,
munidos de instrumentos de medida, se encontram sobre
o eixo do g do referencial X, 2 distincia 5 um do outro *,
de tal modo que o potencial gravitico em S, excede em y.4
o potencial gravitico em §; . Imaginemos que S, emite para
§) uma certa quantidade de energia & sob a forma de radia-
¢3o. Admitamos ainda que as quantidades de energia sio
medidas em §; e S, com dispositivos que se mostram com-
pletamente idénticos quando sdo levados a #m mesmo local

* ) e 5 consideram-se infinitamente pequenos em relagio a b.

[130]



do sistema gz e af comparados. Quanto 20 processo por que
se faz este transporte de energia em forma de radiagio nada
estabeleceremos «a priori», dado que ainda nio conhece-
mos a influéncia do campo de gravidade sobre a radiagdo e
sobre os instrumentos de medida em S; e S,.

De acordo, porém, com o nosso postulado da equiva-
léncia de K e K’, podemos estabelecer, em vez do sistema K
colocado no campo de gravidade homogé-
neo, um sistema K’, que nio estd sujeito 2
gravidade, mas esti animado de movimento
uniformemente acelerado no sentido posi-
tivo do eixo do g do sistema K. Os siste- &
mas materiais Sy e S supor-se-Zo entio
rigidamente ligados ao eixo do g de K.

O processo da transferéncia de energia
de S5, para Sy por radiagio serd apreciado Fig. 1.

a partir de um sistema S, desprovido de

aceleragdo. Admitamos que é nula a velocidade de K’ em
relagio a K no instante em que é emitida de S, para §;
a energia de radiagio E,. A radiagdo atingird §; quando
tiver decorrido o tempo Afr (em primeira aproximagio).
Nesse instante, porém, Sy possui, em relagdo a Ky, a velo-
cidade y.5/c = v. Por esse motivo, e atendendo 2 teoria da
relatividade habitual, a radiagio que chega a Sy nfo possui
a energia E,, mas sim uma energia maior, E;, que em pri-
meira aproximagio esti ligada com E; pela equagio *:

) Ei=E(1+2)=E(1+1%).

De acordo com a nossa hipétese, a mesma relagio ¢
rigorosamente vilida se o-mesmo processo decorrer no sis-

* A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), 913-914; neste volume,
pégs. 87-90.
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tema K desprovido de aceleragio mas dotado de um campo
de gravidade. Neste caso, podemos substituir y4 pelo poten-
cial ® do vector de gravitagio em S, desde que a constante
arbitriria de ® em §; se tome igual a zero. Teremos entdo
a equagio:

(1a) E\=E; + 22 0.

Esta equagio exprime a lei da energia no processo que
estamos a considerar. A energia E; que chega a §; ¢ maior
que a energia E,, medida com os mesmos meios, que foi
emitida em 5, excedendo-a no valor da energia potencial
da massa E;[c2 no campo de gravidade. Mostra-se assim
que a validade do principio da energia exige ‘que se atribua
A energia E, antes de ela ser emitida em §,, uma energia
potencial de gravidade, correspondente 2 massa (gravitica)
EJc2. A nossa hipétese de equivaléncia de X a K’ remove
assim a dificuldade mencionada no principio deste paré-
grafo, que a teoria habitual da relatividade tinha deixado
sem solugZo.

O significado deste resultado ressalta com particular
clareza quando se considera o seguinte processo ciclico:

1. Emite-se de S, para Sy, sob a forma de radiagio,
a energia E (medida em S;). Em ) serd entio recebida,
de acordo com o resultado que acidbamos de obter, a ener-
gia E (1 + yhc2) (medida em S).

2. De S, para §; faz-se descer um corpo W, de massa M,
o que tem por efeito fornecer ao exterior o trabalho Myh.

3. Transfere-se de 5y para o corpo W a energia E,
enquanto ele se encontra er: Sy. Em virtude dessa trans-
feréncia a massa gravitica de W modifica-se, passando a ter
o valor M.
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4. Eleva-se outra vez o corpo W para §,, o que exige
o dispéndio do trabalho M’yh.
5. Restitui-se a 5, a energia E, retirando-a de .

O 1inico efeito deste processo ciclico consistiu em que
81 recebeu um acréscimo de energia igual a E (yb/c2) e ainda
em se ter transferido para o sistema, em forma de trabalho
mecinico, a quantidade de energia

M'yh— Myh

Deve entdo ter-se, de acordo com o principio da energia,

b _
EXS=Myb— Myb
ou

, E
(1b) M—M==

O acréscimo de massa gravitica é assim igual a Efc2 e,
portanto, igual iquele que a teoria da relatividade atribui
4 massa inerfe.

Este resultado pode deduzir-se mais directamente ainda,
‘da equivaléncia dos sistemas K e K’, segundo a qual a massa
gravitica referida a K é exactamente igual A massa inerte refe-
rida a K’; pelo que a energia deve possuir uma massa gravi-
tica que € igual 3 sua massa smerfe. Suponhamos entio que,
no sistema K’, se suspende de um dinamémetro uma massa My:
o dinamémetro acusard, em virtude da inércia de My, o peso
aparente Myy. Se agora se transferir para M, a quantidade
de energia E, o dinamémetro, em virtude da inércia da ener-
gia, passard a indicar (Mo + g) 7. De acordo com a nossa
hipétese fundamental, exactamente o mesmo deverd acon-
tecer se a experiéncia for repetida no sistema X, isto €, no
campo da gravidade.
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$ 3. Tempo e velocidade da lug no campo da gravidade

Suponhamos que a radiagio emitida de S, para §; no
sistema K’, uniformemente acelerado, tem a frequéncia #,,
avaliada com um relégio colocado em S,. Quando essa
radiagdo chegar a Sy a sua frequéncia, avaliada com um relé-
gio idéntico ao primeiro mas colocado em §;, nio terd
jé& o valor v, mas sim um valor maior, dado em primeira apro-
ximagdo por

@) v,=pz(1+-}g’i).

Com efeito, se voltarmos ao sistema de referéncia despro-
vido de aceleragdo, Ky, em relagio ao qual o sistema K’
nio tem ainda velocidade no instante da emissio da luz,
entio §; terd em relagio a Ky, no instante da chegada da
radiagio a Sy , a velocidade y(4/¢), donde resulta directamente,
pelo principio de Doppler, a relagio indicada.

Em conformidade com a nossa hipétese de equivalén-
cia dos sistemas K e K, esta equagio também € vilida para
o sistema imével K, dotado de um campo de gravidade uni-
forme, caso nele se efectue a transferéncia de radiagio que
foi descrita. Resulta daqui que, se um raio de luz for emi-
tido em S, sob um determinado potencial gravitico, e apre-
sentar no instante da emissdo a frequéncia », — determinada
com um relégio colocado em S, — entdo ele apresentari,
quando chegar a §;, uma outra frequéncia »; — medida
com um relégio idéntico ao antetior colocado em §; . Subs-
tituamos y5 pelo potencial gravitico ® de S, referido a S}
como origem de potenciais, € admitamos que a relagio que
foi estabelecida para o campo de gravidade homogéneo con-
tinua a ser vilida para outras formas de campo. Teremos entdo

(2a) n=r(1+%).

[134]



iste resultado (que, segundo a dedugio que fizemos, é vilido
‘m primeira aproximagio) permite fazer desde ji a seguinte
iplicagio:

Seja vy a frequéncia de uma fonte elementar de luz,
medida com um relégio U situado junto dela. Sendo tal
frequéncia independente do local em que a fonte se encon-
tra colocada com o relégio, imaginémo-los situados algures
sobre a superficie do Sol (onde entdo se encontrard o nosso Sy).
Da luz que é emitida desta superficie hd uma parte que atinge
a Terra (§1): fagamos a medig3o da frequéncia v dessa parte,
usando um relégio U rigorosamente idéntico ao que em
cima menciondmos. De acordo com (2a), encontraremos

o
v=n(1+3),
onde @ designa a diferenca (negativa) de potencial gravi-
tico entre a superficie do Sol e a da Terra. Vemos deste modo
que o ponto de vista que adoptimos nos leva 4 previsdo de
que as riscas espectrais da luz solar apresentam, em relagio
as correspondentes riscas de fontes luminosas terrestres, um
certo desvio para o lado do vermelho, cujo valor relativo €

%=t _® __2.10-s.
2y 3

Se fossem conhecidas com exactiddo as condigdes em
que se formam as riscas solares, este desvio seria acessivel 2
medicio. Mas, como hd outras influéncias (pressio, tempe-
ratura) que afectam a posigdo dos «centros de gravidade»
das riscas espectrais, € dificil verificar se existe de facto a influén-
cia do potencial gravitico que aqui foi deduzida *.

* L. P. Jewell (Journ. de phys. 6 [1897], 84) e em especial Ch.
Fabry e H. Boisson (Compt. rend. 148 [1909], 688-690) observaram efec-
tivamente tais desvios de riscas espectrais finas para o extremo vermelho
do espectro, e com uma grandeza da ordem daquela que aqui foi calcula-
da. Atribuiram-nos, porém, a um efeito da pressio na camada absorvente.
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Numa anilise superficial, a equagio (2) e a equagio coz-
respondente (2a) parecem exprimir um absurdo: como é que
num processo permanente de transferéncia de luz S, para Sy
pode chegar a §y um nimero de perfodos por segundo dife-
rente daquele que foi emitido em S;? Mas a resposta é ficil,
Nés ndo podemos considerar #; e #; como frequéncias toma-
das de modo simplista como niimeros de periodos por segundo,
visto que ainda nio definimos um tempo para o sistema K.
vy significa o nimero de periodos referido 3 unidade de
tempo do relégio U em §,; e #; o nimero de periodos refe-
rido 2 unidade de tempo do relégio idéntico, U, situado
emS; . Mas nada nos forga a admitir que os dois relégios U,
que se encontram submetidos a diferentes potenciais gra-
viticos, tenham de ser tomados com idénticos ritmos de
funcionamento: pelo contririo, o que nds por certo teremos
que fazer é que definir o tempo de tal forma que o nimero
de cristas e de vales de onda que se encontram entre 5, e 5y
fique independente do valor absoluto do tempo, dado o caric-
ter estaciondrio do processo que estamos a considerar. Se
ndo satisfizéssemos esta condigio, chegariamos a uma defi-
nigdo do tempo que faria intervir explicitamente esta gran-
deza nas leis da natureza, o que certamente nio seria natural
nem conveniente. Sendo assim, os dois relégios que colo-
cimos em §; ¢ S; nio podem dar ambos uma indicagio
correcta do «tempon: se medirmos o tempo em S; com
o relégio U, entdo feremos de medir o tempo em Sy com um relé-
gio cujo ritmo se apresenta 1 + @ [c2 veges mais lento que o de U,
guando a comparagdo dos ritmos se fag com os dois reldgios colocados
no mesmo local. Com efeito, quando se medir com tal relé-
gio a frequéncia do faio de luz acima considerado, no ins-
tante em que é emitido em §,, encontrar-se-4

”2(1 +%),
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igual portanto, como mostra (2a), 4 frequéncia »; do mesmo
raio de luz quando chega a §;.

Daqui deriva a seguinte consequéncia, que é de fun-
damental importincia para esta teoria:

Quando medimos a velocidade da luz em diferentes
locais do sistema acelerado e isento de campo gravitico X,
utilizando nessa medigio relégios U de idéntica construgio,
obteremos sempre o mesmo valor. Em conformidade com
a nossa hipétese fundamental, isso deve acontecer também
no sistema K; mas aqui, segundo o que acabimos de dizer,
teremos de utilizar relégios diferentes para medir o tempo
nos locais em que seja diferente o potencial gravitico: assim,
para medir o tempo num local em que o potencial gravi-
tico tenha o valor @ relativamente 3 origem das coordena-
das, deveremos utilizar um relégio que apresente — quando
colocado naquela origem —um ritmo (1 + ®/c2) vezes
mais lento que o do relégio utilizado para medir o tempo
na referida origem. Sendo assim, se designarmos por ¢
a velocidade da luz na origem das coordenadas, entdo a veloci-
dade da luz, ¢, num local de potencial gravitico @ ser4 dada por

® c=n(l +35).

O principio da constincia da velocidade da luz nZo é, puis,
segundo esta teoria, vilido na forma que usualmente se
pde na base da teoria habitual da relatividade.

§ 4. Encurvamento dos raios de lug no campo da gravidade

Da proposigio — que acabidmos de provar—de que
a velocidade da luz do campo da gravidade é fungio do local
deduz-se ficilmente, por meio do Principio de Huyghens,
que um raio de luz que se propaga através de um campo

[137]



de gravidade deve sofrer um encurvamento. Com efeito,
seja ¢ uma frente de onda (plano de igual fase) de uma onda
luminosa plana no instante # e sejam P; e P, dois pontos
desse plano, situados 2 distincia / um do outro. Estes pon-
tos estdo situados sobre o plano do papel, e este foi escolhido
por forma a que seja nula a derivada de @, e portanto tam-

bém a de ¢, segundo a direcgdo que

M lhe é normal. Para se obter a posi-
é

?, ¢io da frente de onda correspon-

’

—> N

dente a0 instante # + d#, ou melhor,
a da sua intersecgio com o plano do
papel, basta tragar com centros em P; e P, circunferéncias
de raios respectivamente iguais a ¢;d# e cpdf, sendo ¢; e ¢;
as velocidades da luz nos pontos P; e P, e tragar em
seguida a tangente a estas circunferéncias. O dngulo de encur-
vamento do raio de luz ao longo do percurso ¢d# é assim

Fig. 2

(ey—edt __ _ 9¢
et === L& 1)
se considerarmos positivo o dngulo de encurvamento quando
o raio de luz for encurvado para o lado do #° crescente.
O 4ngulo de encurvamento por unidade de comprimento
do percurso do raio de luz é entdo
—1‘%'- ou, segundo (3), igual a —-1;

¢

3’[“*

Finalmente, para a deflexdo a que um raio de luz sofre sobre
qualquer percurso (s5) para o lado #’ teremos a expressio

o
) a=—2 3# ds.
Chegarfamos a0 mesmo resultado se tivéssemos conside-
rado directamente a propagagio de um raio de luz no sistema
uniformemente acelerado K’ e transpuséssemos depois o resul-
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tado para o sistema K, e deste para o caso de um campo de
gravidade de forma arbitriria.

De acordo com 2 equagZo (4), um raio de luz que passa
na proximidade de um corpo celeste sofre uma deflexdo para
o lado em que o potencial gravitico diminui, isto é, para
o lado voltado para o corpo celeste, que tem o valor

¥ ™~

=+
1 M 2kM
“=ﬁf7°°39""=w’

U3

3=—?

onde £ representa a constante de gravitagdo, M a massa do
corpo celeste, A a distincia do raio de luz ao centro do corpo
celeste.

Um raio de lug que passasse junto do Sol sofreria assim uma
deflexcao de 4 . 105 = 0,83 segundos de arco. A distincia angular
entre uma estrela e o centro do Sol apresenta-se acrescida
deste valor. Como as estrelas fixas das regides do céu que
sdo vizinhas do Sol se tornam visiveis quando hi eclipses
solares, esta consequéncia da teoria pode confrontar-se com
a experiéncia. Para o planeta Jupiter, o desvio previsto
atinge cerca de %400 do valor que atris
se indicou. Seria de extrema conveniéncia
que os astrénomos se ocupassem da questio
que aqui fica esbogada, ainda que ela se apre-
sente insuficientemente fundamentada com
os raciocinios anteriores, ou até inteiramente
aventurosa. Porque, independentemente de
qualquer teoria, levanta-se a  questio de
saber se os meios de que actualmente se
dispde sio capazes de registar uma influéncia dos campos
de gravidade sobre a propagagio da luz.

Praga, Junho de 1911.

Fig. 8.
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Nota do Tradutor

1) Visto que ¢y ~ ¢, +/ (i‘.)
o’ P,
I
No texto alemio, certamente por erro tipogrifico, em vez da letra /
aparece uma vez 1, € outra vez a letra ¢. Além disso na fig. 2 nio aparece
a indicagdo de ', ’
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OS FUNDAMENTOS DA TEORIA
DA RELATIVIDADE GERAL *

A. Consideragdes bisicas sobre o postulado
da relatividade

$ 1. Notas sobre a teoria da relatividade especial

A teoria da relatividade especial assenta no seguinte
postulado, ao qual satisfaz também a mecinica de Galileu-
-Newton: se um sistema de coordenadas K for de tal maneira
escolhido que as leis da fisica sejam nele vélidas na sua forma
mais simples, entio as mesmas leis serdo igualmente vélidas
em relagio a qualquer outro sistema de coordenadas K’
que em relagio a K esteja animado de um movimento de
translagio uniforme. Chamaremos a este postulado o «Prin-
cipio da Relatividade Especial». Com a palavra «especialy
deve entender-se que o principio se restringe ao caso em que
K’ tem um movimento de translagdo uniforme em relagio a K, nio
devendo portanto a equivaléncia de K com K’ estender-se ao
caso em que haja movimento #d0 uniforme de K’ em relagio K.

Sendo assim, nio € o postulado da relatividade que afasta
da mecinica cldssica a teoria da relatividade, mas tdo sdmente
o postulado da constincia da velocidade da luz no vicuo,
do qual, em combinagio com o principio da relatividade

* Extraldo de Ann. d. Phys. 49 (1916).

[141]



especial, deriva, do modo conhecido, a relatividade da simul-
tineidade, assim como a transformagio de Lorentz e as leis,
com esta relacionadas, do comportamento em movimento
dos corpos rigidos e dos relégios.

A modificagio experimentada pela teoria do espago e
tempo através da teoria da relatividade especial €, na ver-
dade, profunda; mas permanece intacto um ponto impor-
tante: a teoria da relatividade especial continua a aceitar que
os principios da geometria tém o significado imediato de
leis sobre as possiveis posigdes relativas de corpos rigidos
(em repouso) e, de um modo mais geral, que os principios
da cinemitica sio as leis que regem o comportamento das
réguas de medigio e dos relégios. A dois pontos materiais
considerados sobre um corpo (rigido) corresponde sempre,
segundo essas leis, um segmento de comprimento inteira-
mente determinado, independente da localizagio e da orien-
tagio do corpo, assim como do tempo; ¢ a duas posigdes
dadas de um ponteiro de relégio que esteja em repouso
em relagio a um sistema de referéncia (que seja admissivel)
corresponde sempre um intervalo de tempo de extensio
determinada, independente de local e de época. Daqui a pouco
se mostrard que a teoria da relatividade geral ndo pode aderir
a uma interpretagio fisica do espago e tempo tio simples
como esta,

§ 2. Sobre as ragdes que sugerem a necessidade de uma extensio

do postulado da relatividade

A mecinica cléssica, e, nio menos que ela, a teoria da
relatividade especial, incluem um defeito epistemolégico
que foi posto em evidéncia, provivelmente pela primeira vez,
por E. Mach. Vamo-lo apresentar no exemplo seguinte:
suponhamos que dois corpos fluidos, da mesma espécie ¢
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igual tamanho, flutuam livremente no espago, a uma distin-
cia de tal maneira grande um do outro (e de todas as restan-
tes massas) que as unicas forgas de gravitagio a considerar
s30 as que entre si exercem as partes componentes de #m mesmo
corpo.

Suporemos invaridvel a distincia entre os corpos, e ine-
xistente qualquer movimento relativo entre as partes de um
mesmo corpo; mas admitiremos que cada uma das massas
— vista por um observador imével em relagio 2 outra —
apresenta, em torno da recta que une as duas massas, um
movimento de rotagio de velocidade angular constante
(havendo assim um movimento relativo verificivel entre
as duas massas). Imaginemos agora que, por meio de réguas
(em repouso relativo), se fazem medigGes sobre as superfi-
cies dos dois corpos (51 e S3), chegando-se 4 conclusio de
que € esférica a superficie de S; e elipsoidal de revolugio
adedS 2.

Pergunta-se agora: por que razio se comportam de modo
diverso Sy e 5,7 Uma resposta a esta pergunta s6 pode ser
considerada satisfatéria do ponto de vista epistemolégico *
se aquilo que se apresentar como causa for um facfo expe-
rimental observivel: porque a lei da causalidade s6 pode
tomar-se como uma lei do mundo da experiéncia se unica-
mente factos observiveis aparecerem em tltima anilise como
causas ¢ efeitos.

A mecinica newtoniana nfo di a esta pergunta qualquer
resposta satisfatéria. Com efeito o que ela diz é o seguinte:
as leis da mecinica tém validade num espago R; em relagio
ao qual o corpo §; esti em repouso, mas nio a tém num

* £ claro que uma tal resposta pode ser aceitdvel do ponto de
vista epistemol6gico e no entanto continuar inaceitivel do ponto de
vista fisico, por estar em contradigio com outras experiéncias.
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espago R, em relagdo ao qual estd em repouso 5, . O espago
admissivel de Galileu que aqui se introduz (assim como
o movimento relativo referido a ele) é uma causa puramente
fictlcia, nada que seja observivel. Torna-se assim claro que a meci-
nica de Newton, no caso considerado, n3o satisfaz de facto,
mas apenas de modo aparente, 3 exigéncia da causalidade,
dado que atribui 2 uma causa meramente ficticia, R, , a dife-
renga de comportamento que se observa -nos corpos Sy ¢ S3.
Uma resposta aceitdvel para a questio acima formulada
s6 pode ser a seguinte: como o sistema fisico formado por
Sy e 5, ndo apresenta dentro de si nada que seja possivel
imaginar como causa da diferenga de comportamento de
Sy e S, essa causa tem de se encontrar fora do sistema.
Chega-se assim 2 ideia de que as leis gerais do movimento
de que resultam, como aplicagio particular, as formas de
Sy ¢ 5,, devem ser tais que o comportamento mecénico des-
tes corpos fique condicionado de um modo decisivo por mas-
sas distantes, nio incluidas no sistema considerado. Em tais
massas distantes (e nos seus movimentos relativos a respcito
dos corpos considerados) é que se devem considerar resi-
dindo as causas, e principio observiveis, da diferenga de
compottamento dos corpos de que nos estamos a ocupar:
sdo elas que assumem o papel da causa ficticia R, . De todos
os espagos imagindveis R;, Rj, etc., que se movam em rela-
¢io uns aos outros de qualquer modo, nenhum deles deve
«a priori» ser preferido, se ndo quisermos fazer ressurgir
a objecgdo epistemoldgica apresentada. As lis da fisica devem
ter uma estrutura tal que a sua validade permanega em sistemas
de referéncia animados de qualguer movimento. Chegamos deste
modo a um alargamento do postulado da relatividade.
Mas, além deste ponderoso argumento epistemolégico,
hi também um facto fisico bem conhecido que advoga uma
extensdo da tcoria da relatividade. Seja K um referencial de
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Galileu, isto ¢, um sistema de referéncia tal que, em relagio
a ele (¢ pelo menos no dominio quadridimensional consi-
derado), uma massa suficientemente afastada de outras mas-
sas se desloca em movimento rectilineo e uniforme. Seja K’
um segundo sistema. de coordenadas que tem, em relagio a K|
um movimento de translagio uniformemente acelerado. Teriamos
entio uma massa suficientemente afastada de outras massas
animada de movimento acelerado relativamente a K’, sendo
a sua aceleragio, tanto em grandeza como em direcgio, inde-
pendente da sua composigio material e do seu estado fisico.
Poderd um observador, em repouso relativamente a K’,
inferir daqui que se encontra sobre um referencial «rcal-
mente» acelerado?

A resposta a tal pergunta tem que ser negativa.

Com efeito, o referido comportamento de massas quc se
movem livremente em relagio a K’ é susceptivel de uma outra
interpretagio, igualmente boa, que € a seguinte: o referencial
K’ nio estd animado de movimento acelerado, mas existe um
campo de gravidade no dominio espago-temporal conside-
rado, e ¢é esse campo que origina o movimento acclerado
dos corpos em relagio a K.

O que torna possivel esta maneira de conceber as coisas
é o facto de a experiéncia nos ter ensinado que existe um campo
de forgas (o campo da gravidade) que possui a notdvel pro-
priedade de comunicar a todos os corpos a mesma acelera-
¢io *. O comportamento mecinico dos corpos em relagio
a K’ é o mesmo que a experiéncia nos revela em relagio a
sistemas que estamos habituados a considerar como sistemas
«em repouso», ou scja, como sistemas «admissiveis»; o que,

* Eotvos demonstrou éxperimentalmente que o campo da gra-
vidade possui com extrema precisio esta propriedade.
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do ponto de vista fisico, sugere a aceitagio de que os dois
sistemas K e K’ se podem com igual direito considerar «em
repouson, isto é, como sistemas igualmente admissiveis para
a descrigio fisica dos fenémenos.

Resulta das consideragdes feitas que o desenvolvimento
da teoria da relatividade geral deve conduzir a0 mesmo tempo
a uma teoria da gravitagio, dado que se pode «produzir
um campo de gravidade por uma simples mudanga de sis-
tema de coordenadas. Vé-se também imediatamente que
o principio da constincia da velocidade da luz no vazio
tem de ser modificado; porque, como facilmente se com-
preende, a trajectria de um raio de luz em relagio a K’ é
em geral curvilinea se, em relagio a K, a luz se propagar
em linha recta e com velocidade constante.

§ 3. O continuo espago-tempo. Exigéncia de covaridncia geral
para as equagbes que exprimem as leis gerais da naturexa

Na mecinica cldssica, bem como na teoria da relativi-
dade especial, as coordenadas de espago e de tempo tém
uma significagio fisica directa. Dizer que um ponto-aconteci-
mento tem a coordenada xy sobre o eixo X significa: que
a projecgio do ponto-acontecimento sobre o eixo X, feita
por meio de réguas rigidas segundo as regras da geometria
euclidiana, se pode obter aplicando sobre o eixo X, a par-
tir da origem das coordenadas e no sentido positivo, x; vezes
uma determinada régua —a régua-unidade. Dizer que um
ponto tem sobre o eixo X a coordenada x4 = # significa:
que um relégio-unidade (regulado segundo determinadas
prescrigdes), imével em relagio ao sistema de coordenadas e
coincidente no espago (praticamente) com o ponto-aconteci-
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mento, tem acabado de efectuar x4 = # ciclos de funciona-
mento quando ocorre o ponto-acontecimento *,

Esta concepgio de espago e de tempo sempre andou
na mentc dos fisicos, ainda que inconscientemente para a
maior parte deles, e a prova estd no papel que estes concei-
tos desempenham na fisica métrica. E também o leitor deve
ter alicergado nessa concepgdo a segunda das reflexdes do
parigrafo anterior para poder ligar um sentido a esses racio-
cinios. Mas vamos mostrar agora que ela tem de ser aban-
donada e substituida por outra mais geral, se quisermos con-
ciliar o postulado da relatividade geral com a validade da
teoria da relatividade especial no caso limite da auséncia
de campo de gravidade.

Num espago livre de campos de gravidade introduza-
mos um sistema de referéncia de Galileu X (x, y, 2, #) ¢, além
disso, um sistema de coordenadas X’ (x’, ¥/, g, #) em movi-
mento de rotagio uniforme. Supdem-se em coincidéncia
permanente as origens dos dois sistemas, assim como os seus
eixos Z. Vamos mostrar que as normas acima estabelecidas
para definir o significado fisico de comprimentos e tempos
nio podem ser mantidas para uma medigio espago-temporal
no sistema K’. Por razdes de simetria, € claro que uma cir-
cunferéncia tragada no plano X-Y de K com centro na ori-
gem pode, a0 mesmo tempo, ser considerada como circun-
feréncia no plano X’-Y” de K’. Suponhamos agora que se
mede o perimetro e o didmetro desta circunferéncia com
uma régua-unidade (infinitamente pequena em relagio ao
raio) e que se calcula o quociente dos resultados das medi-

* A possibilidade de constatar a «simultancidade» de aconteci-
mentos em vizinhanga espacial imediata, ou — mais rigorosamente —
em vizinhanga imediata espago-temporal (coincidéncia) serd aqui admi-
tida sem dar uma definigio a este conceito fundamental.
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gbes. Se a experiéncia tiver sido efectuada com uma régua
imével em relagio ao sistema de Galileu X, obter-se-4 como
quociente o nimero w. Mas o resultado serd um ndmero
maior que 7 se for obtido com uma régua que esteja imével
em relagdo a0 sistema K. Reconhece-se isto facilmente quando
se aprecia todo o processo de medigdo partindo do sistema
«em repouso» K, e se tem em conta que a régua disposta
ao longo da circunferéncia sofre a contracgio de Lorentz,
20 passo que uma régua disposta ao longo do raio nio a sofre.
Sendo assim, a geometria euclidiana nio é vilida no sis-
tema K’; e o conceito de coordenada acima definido, visto
que pressupde a validade daquela geometria, também nio é
aplicivel ao sistema X'

Também nio serd .possivel introduzir em X’ um tempo
que corresponda 3s exigéncias da fisica, definindo-o com
relégios de idéntica constituigio, iméveis em relagio a K.
Para o reconhecermos, bastardi que imaginemos dois relé-
gios idénticos, um na origem das coordenadas, outro sobre
a circunferéncia, sendo observados a partir do sistema «em
repouso» K. De acordo com um conhecido resultado da teo-
ria da relatividade especial, o relégio colocado sobre a cir-
cunferéncia apresenta — quando observado de K — um ritmo
de funcionamento mais lento que o relégio colocado na ori-
gem, visto que aquele estd animado de movimento e este nio.
Um observador situado na origem comum das coordenadas
que fosse capaz de observar, por meio da luz, o relégio situado
sobre a circunferéncia, verificaria portanto que este relégio
se atrasa em relagio ao relégio que tem junto de si.
E, recusando-se a admitir que a velocidade da luz, no per-
curso em questio, dependa explicitamente do tempo, ele
interpretard a sua observagio dando-lhe o significado de
que o relégio colocado sobre a circunferéncia tem «real-
mente» um titmo mais lento que o relégio colocado na ori-
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gem. Deste modo nio lhe serd possivel evitar uma defini-
¢do de tempo que inclua o facto de o ritmo de um relégio
depender do lugar em que se encontra.

Chegamos assim a esta conclusdo: na teoria da relati-
vidade geral nio ¢ possivel dar s grandezas espago e tempo
defini¢des que permitam a medigio directa de diferengas de
coordenadas espaciais por meio de uma régua-unidade e
a de intervalos de tempo por meio de um relégio-padrio.

Assim, o processo até agora utilizado para estabelecer
coordenadas, de uma maneira determinada, no continuo
espago-temporal, torna-se impraticivel, e nio parece haver
nenhum outro caminho que permita encontrar sistemas de
coordenadas de tal forma adequados 2o universo quadri-
dimensional que da sua aplicagio se pudesse esperar para
as leis da natureza uma formulagio particularmente simples.
Nada mais resta, por conseguinte, que considerar como equi-
valentes em principio para a descrigio da natureza todos
os sistemas de coordenadas que se possam imaginar *. Isto
equivale a exigir a seguinte condigo:

As kis gerais da natureza devem ser representadas por equa-
¢oes que tenbam validade em todos os sistemas de coordenadas, isto ¢,
que sejam covariantes em relagdo a toda e qualquer substituigdo
(covaridncia geral).

E claro que uma fisica que satisfaga a este postulado
também satisfaz o postulado da relatividade geral, porque
em fodas as substituigdes estio sempre necessiriamente inclui-
das aquelas que correspondem a todos os movimentos rela-
tivos dos sistemas de coordenadas (tridimensionais). Que
esta exigéncia de covaridncia geral, que tira ao espago e ao

* Nio mencionaremos aqui certas restrigdes impostas pela
exigénecia da coordenagio unfvoca e pela da continuidade.
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tempo os ultimos residuos de objectividade fisica, seja uma
exigéncia natural resulta da reflexdo seguinte. Todas as nos-
sas constatagdes espago-temporais reduzem-se sempre 2
determinagio de coincidéncias espago-temporais. Se, por
exemplo, o processo consistir apenas no movimento de
pontos materiais, 2 inica coisa que em ultima anilise é obser-
vavel € o encontro de dois ou mais desses pontos. Mesmo
os resultados das nossas medigbes outra coisa nio sio que
a constatagio de tais encontros entre pontos materiais das
nossas réguas e outros pontos materiais, ou entio coinci-
déncias entre ponteiros de relégios, pontos de mostrador e
os pontos-acontecimento que se estio considerando e ocor-
rem no mesmo lugar e no mesmo instante.

A introdugio de um sistema de referéncia nio tem outro
fim que n3o seja uma descrigio mais ficil do conjunto de
tais coincidéncias. Suponhamos que se associam 20 uni-
Verso quatro varidveis espago-temporais xp, Xz, X3, X4,
de tal modo que a cada ponto-acontecimento corresponda
um sistema de valores das varidveis x; ... x4. A dois pon-
tos-acontecimento em coincidéncia corresponde o mesmo
sistema de valores das varidveis x;, ... X4; isto é, a coinci-
déncia caracteriza-se pela identidade dos valores das coor-
denadas. Se em vez das varidveis x;, ... x4 se introduzirem
como coordenadas de um novo sistema fungdes arbitririas
delas, x’, x;’, x3’, x’4, de tal modo que os sistemas de valo-
res se correspondam univocamente, entio também no novo
sistema a coincidéncia espago-temporal de dois pontos-acon-
tecimento se exprimird pela identidade de valores de cada uma
das quatro coordenadas. Como toda a nossa experiéncia fisica
pode, em tltima anilise, ser reduzida a tais coincidéncias,
nio hi nenhuma razio para dar preferéncia a determinado
sistema de coordenadas em relagio a outros, isto €, chega-
mos 20 postulado da covaridncia geral.
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§ 4. Relacionagio das quatro coordenadas com os resultados das
medigies espaciais e temporais. Expressdo analitica para

0 campo da gravidade

Nio é minha intengio neste artigo apresentar a teoria
da relatividade geral como um sistema l6gico, simplificado
na medida do possivel, com um minimo de axiomas. O meu
fim principal é antes desenvolver esta teoria de modo a fazer
sentir a0 leitor como € psicologicamente natural o caminho
que se tomou e como se revelam seguras através da expe-
riéncia as bases de que se partiu. Com este objectivo em vista,
estabeleceremos agora a seguinte premissa:

Desde que se faga uma escolha apropriada de coor-
denadas, torna-se possivel aplicar a teoria da relatividade
no sentido restrito a dominios quadridimensionais infinita-
mente pequenos.

Nessa escolha deve atribuir-se ao sistema de coordena-
das infinitamente pequeno («localy) um estado de aceleragio
tal que fique removido todo e qualquer campo de gravi-
dade: o que para uma regido infinitamente pequena é pos-
sivel. Sejam X;, X,, X3, as coordenadas espaciais de tal
sistema; X4 a respectiva coordenada temporal, medida numa
unidade apropriada *. Estas coordenadas tém para uma dada
orientagdo do sistema de coordenadas, um significado fisico
directo dentro da teoria da relatividade especial, desde que
se adopte como régua-unidade uma barra rigida. A expres-
sdo:

6)) di=—dX] —dX]—dX3] 3 dX;

* A unidade de tempo deve ser escolhida de tal modo que
a velocidade da luz no vicuo — medida no sistema de coordenadas
«local» — seja igual a 1.
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tem entio, segundo a teoria da relatividade especial, um valor

que ¢ independente da orientagio do sistema de coordenadas

local e que é determindvel por medigio espago-temporal.

Chamaremos a ds grandeza do elemento de linha correspon-

dente a pontos infinitamente préximos do espago quadridi-

mensional. Se o ds2 correspondente ao elemento (4.X ... dX4)
for positivo, nés diremos como Minkowski que este ltimo

elemento € de género temporal e no caso contririo de género

espacial.

Suponhamos que, em vez do sistema «local» de caracte-
risticas especiais acima referido, se adopta como referencial
um sistema quadridimensional qualquer, definindo-o para
a regido que estamos considerando. Entdo, ao nosso «ele-
mento de linha», ou ao respectivo par de pontos-aconteci-
mento, corresponderdo também determinadas diferenciais
dxy ... dx4 das coordenadas desse referencial. E entdo os d.Xv
serdo representdveis por expressdes lineares e homogéneas
dos dxs:

(2) dXv =2 Oya (qu .
4

Se se introduzirem estas expressdes em (1), obtém-se

©) ds2 = Y g dxy dx:.

Nestas expressdes, 0s gor s30 fungdes dos xg. Os seus valores
ndo poderio ji depender da orientagio e do estado de movi-
mento do sistema de coordenadas «localy, se quisermos admi-
tir como definigdo para o ds2 a de uma grandeza associada a
pares de pontos-acontecimento considerados no espago-tempo,
independente de-qualquer escolha particular de coordenadas,
e determindvel por meio de medigdes de régua e reldgio.
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Imporemos 2 escolha dos go: a condigdo gsr = grs. O soma-
tério, estendido a todos os valores de ¢ e 1, dar-nos-4 entio
uma soma de 4 x 4 parcelas, das quais 12 sio duas a duas iguais.

Da dcfinigdo que acabimos de dar ao ds2 poderi passar-se
para o caso da teoria da relatividade habitual sempre que
o condicionamento particular dos g, num dominio finito
permita estabelecer nesse dominio um sistema de referéncia
em que 0s gor assumam os valores constantes

*

S O O =
(=R =
OLOO
-0 O O

+

Veremos mais tarde que a escolha de tais coordenadas
para dominios finitos nio é geralmente possivel.

Das consideragdes feitas nos §§ 2 e 3 resulta que, do
ponto de vista fisico, as grandezas gor devem ser considera-
das como sendo aquelas que, relativamente ao sistema de
referéncia que foi escolhido, fazem' a descri¢gdo do campo
de gravidade. Com efeito, admitamos que, para um deter-
minado dominio quadridimensional considerado, se conse-
guiu alcangar a validade da teoria da relatividade especial
mediante uma adequada escolha das coordenadas. Os g¢: tém
entio os valotes dados em (4). Um ponto material livre terd
entio, em relagio a este sistema, um movimento rectilineo
e uniforme. Se agora introduzirmos, por uma substitui¢io
arbitriria, novas coordenadas espago-temporais Xxi, ..., Xa,
08 g5: NO NOVO sistema ndo serdo ji constantes, mas sim fun-
¢oes do espago-tempo. Ao mesmo tempo, o movimento do
ponto material livre apresenta-se nas novas cootrdenadas
como um movimento curvilineo, nio uniforme, cuja lei é
independente da natureza do ponto material mével. Isso
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leva-nos a interpretd-lo como um movimento sujeito 2 influén-
cia de um campo de gravidade. A intervengio de um campo
de gravidade aparece-nos, deste modo, associada a uma varia-
bilidade espago-temporal dos ger. No caso geral nio é pos-
sivel fazer uma escolha de coordenadas que permita alcan-
gar a validade da teoria da relatividade especial num dominio
finito, mas mesmo nesse caso manter-nos-emos fiéis A ideia
de que os gor descrevem o campo gravitico.

A gravidade desempenha pois, na teoria da relatividade
geral, um papel cxcepcional em relagio s outras forgas, e
particularmente em relagdo is forgas electromagnéticas, visto
que as 10 fungdes gor que fazem a descrigio do campo gra-
vitico determinam, ao mesmo tempo, as propriedades métri-
cas do espago métrico quadridimensional.

B. Instrumentos matemiticos para a construgio de
equagdes de covaridncia geral

Depois de termos reconhecido, nas piginas precedentes,
que o postulado da relatividade geral leva A exigéncia de que
os sistemas de equagdes da fisica sejam covariantes em relagio
a substituigbes arbitrérias de coordenadas xy, ..., x4, temos
que pensar na maneira de obter essas equagbes de cova-
ridncia geral. E deste problema, puramente matemitico, que
nos vamos ocupar agora. Como vamos ver, na.sua resolu-
¢io desempenha um papel fundamental o invariante d,
20 qual demos o nome de «elemento de linhay, tirado da teo-
ria das superficies de Gauss.

A ideia fundamental desta teoria geral dos covariantes
¢ a seguinte: Suponhamos que se definem em relagio a todo
o sistema de coordenadas certos entes («tensores»), sendo
a definigdo feita por meio de um certo nimero de fungGes
espaciais, que se chamario as «componentes» do tensor.
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Hié entdo determinadas regras pelas quais se podem calcular
estas componentes para um novo sistema de coordenadas,
desde que sejam conhecidas para o sistema original, e desde
que seja também conhecida a transformagio que liga os dois
sistemas. Os entes a que daqui em diante chamaremos ten-
sores sdo, além disso, caracterizados pelo facto de as equa-
¢Oes de transformagio para as suas componentes serem linea-
res e homogéneas. Sendo assim, todas as componentes no
novo sistema se anulam, se isso também suceder a todas
elas no sistema primitivo. Consequentemente uma lei da natu-
reza que seja formulada pelo anulamento de todas as compo-
nentes de um tensor é de covaridncia geral: procurando
as leis de formagio dos tensores obteremos os meios de for-
mulagio de leis de covaridncia geral.

$ 5. Quadrivectores contravariantes e covariantes

Quadrivector contravariante. O elemento de linha define-se
pelas quatro componentes dx,, cuja lei de transformagio

se exprime pela equagio
) dx'y = 3 920 dx,

0%y

Os dx’; exprimem-se nos dx, por equagdes lineares e
homogéneas; isso permite-nos considerar estas diferenciais
das coordenadas dx, como componentes de um «tensom
a que daremos a designagio especial de quadrivector con-
travariante. Todo o ente que em relagio ao sistema de coor-
denadas se defina por meio de quatro grandezas A’ trans-
formiveis segundo a mesma lei

P 0%’ v
(5) A=Y 4

v
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serd igualmente denominado quadrivector contravariante.
De (5a) resulta imediatamente que as somas (A° + B?) sio
componentes de um quadrivector se A% e B’ também o forem.
O mesmo se aplica a todos os sistemas que mais tarde forem
introduzidos como «tensores» (regra da adigZo e subtracgdo
dos tensores).

Quadrivector covariante. Diremos que quatro grandezas A,
sdo as componentes de um quadrivector covariante se para
toda e qualquer escolha’ de um vector contravariante B”

© 3! A, B’ = Invariante.

Desta definigio resulta a lei da transformagio do quadri-
vector covariante. Com efeito, substituindo no segundo mem-
bro da equagio

EAG/BQ/=2AVBV
o y

B’ pela seguinte expressio, que se obtém invertendo a equa-

gdo (3a)
0%y B,

0%'q
¢

resuita 2 B’ 2 g:’ A,y =,E B A,’.
[
) ] v

]

Mas daqui resulta a seguinte lei de transformagio, se aten-
‘dermos a que os B?’ se podem escolher arbitririamente,
em completa independéncia uns dos outros

™ A’ = 2% Ay

[156]



Nota sobre uma simplificagdo utilizada no modo
de escrever as expressdes

Um rdpido exame das equagbes deste parigrafo mostra
que, sempre que um indice aparece duas vezes debaixo do
sinal de somatdrio, se efectua sobre ele uma soma [por exem-
plo o indice  em (5)], e que é somente sobre tais indices que
as somas se efectuam. Isto permite omitir o sinal de soma-
tério, sem com isso prejudicar a clareza. Estabeleceremos
entio a seguinte regra: sempre que um indice aparega duas
vezes num termo de uma expressio, subentende-se que
sobre ele se efectua uma soma, a nio ser que expressamente
se declare o contririo.

A diferenga entre o quadrivector covariante e o contra-
variante reside na lei de transformagio [(7) ou (5a), respec-
tivamente]. Tanto uma como outra destas formas consti-
tuem tensores no sentido que atris se deu a esta palavra,
e é nisso que reside a sua importincia. Seguindo Ricci e
Levi-Civita, indicaremos o caricter contravariante com
um indice superior e o covariante com um indice inferior.

§ 6. Tensores de segunda ordem e de ordem superior

Tensor contravariante. Se formarmos todos os produtos A"
das componentes A% e B’ de dois quadrivectores contrava-
riantes obteremos 16 quantidades

8) ' A% = A% B’

que, de acordo com (8) e (5a), satisfazem a lei de transformagio
+ = 9%a 0¥z guv

) Aot Iy 0%y Aw,

Chamaremos tensor contravariante de segunda ordem a
um ente que, em relagio a todo o sistema de referéncia,
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¢ descrito por 16 grandezas (fungdes) que obedecem 2 lei
de transformagio (9). Nem todo o tensor desta espécie se pode
construir, como (8), com dois quadrivectores. Mas pode-se
demonstrar ficilmente que 16 A" arbitririamente dados
podem ser representados pelas somas dos A" B’ de quatro
pares de vectores convenientemente escolhidos. E por isso
quase todas as leis que sdo vilidas para os tensores de
segunda ordem definidos por (9) podem ter a sua demons-
tragio muito simplificada, efectuando a prova para tensores
especiais do tipo (8).

Tensor contravariante de qualquer ordem. E claro que, em
correspondéncia com (8) e (9), também se podem definir
tensores contravariantes desterceira ordem e de ordem mais
elevada, com 43, etc., componentes. Resulta igualmente de (8)
¢ (9) que o quadrivector contravariante se pode, neste sentido,
considerar como tensor contravariante de primeira ordem.

Tensor covariante. Se, pot outro lado, formarmos os 16 pro-
dutos Ay das componentes de dois quadrivectores covariantes
Ap e B, obteremos quantidades

(10) Ap.v = A."' Bv,

para as quais é vilida a lei de transformagio

l)".u 0%y

(11) Aﬂ'=37¢m By

E por meio desta lei de transformagio que se define
o tensor covariante de segunda ordem. Todas as observagdes
que até aqui se fizeram a respeito dos tensores contravarian-
tes sdo igualmente vilidos para os tensores covariantes.

Nota. E conveniente tratar o escalar (invariante) como
tensor de ordem zero, que tanto é contravariante como
covariante.
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Tensor misto. Pode também definir-se um tensor de
segunda ordem do tipo

que € covariante quanto ao indice p. e contravariante quanto
ao indice v. A sua lei de transformagio é

a"'r 0%
(13 A= ST S AL

E claro que hd tensores mistos com um nimero qual-
quer de indices de caricter covariante e com um ndmero
qualquer de findices de caricter contravariante. O tensor
covariante e o tensor contravariante podem ser considerados
casos especiais do tensor misto.

Tensores simétricos. Um tensor contravatiante ou cova-
riante de segunda ordem ou de ordem mais elevada diz-se
simétrico quando sdo iguais duas componentes provenientes
uma da outra pela permuta de dois indices quaisquer. O ten-
sor A™ ou 0 Ay, ¢ pois simétrico se for para qualquer com-
binagdo dos indices, respectivamente

(14) AP = A", ou
(142) Apy = Aw

E necessirio demonstrar que a simetria assim definida é
uma propriedade independente do sistema de referéncia.
Com efeito, de (9) resulta, atendendo a (14),

AT _ 0¥'s 0¥’z uy = t)_ﬁﬁA 9x'z 0"'0Auv At

()"p. 0-"\' a-"p. 0%y a"u 0%y

A pentltima igualdade provém da permuta dos indices de
soma p e v (isto é, de uma simples mudanga de notagio).
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Tensores anti-simétricos. Um tensor contravatiante ou
covariante de segunda, terceira ou quarta ordens diz-se anti-
-simétrico quando duas componentes provenientes uma da
outra por permutagio de dois indices quaisquer sdo iguais
¢ de sinais contrdrios. O tensor A", ou o Ay, é pois anti-
-simétrico sempre que se tenha, respectivamente

(15) AP = — A%, ou
(1 Sa) Ap-v | comar Avp.-

Das 16 componentes .4"* reduzem-se a zero as quatro A**;
as restantes sdo, 20s pates, iguais e de sinais contririos, de
modo que sé hid 6 componentes numéricamente diferentes
(vector de seis componentes ou sextivector). Do mesmo modo
se vé que o tensor anti-simétrico 4™ (de terceira ordem) s6
tem quatro componentes numeéricamente diferentes, o ten-
sor A" s6 tem uma, e nio h4, no coatinuo de quatro dimen-
sdes, tensores anti-simétricos de ordem superior 4 quarta.

§ 7. Multiplicagdo de tensores

Multiplicagdo externa de tensores. Com as componentes de
um tensor de ordem g e as de um outro de ordem 3’ podem
obter-se as componentes de um tensor de ordem g + %,
multiplicando duas a duas todas as componentes do pri-
meiro por todas as componentes do segundo. E assim que,
no exemplo seguinte, se obtém os tensores 7" A custa de ten-
sores A e B, de diversas espécies:

Ty.vc = Alu.v Bc,

Taﬂ-yS = A4 ms’
8 _ )
I e A of B,
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A prova do caricter tensorial dos T resulta directamente
das expressoes (8), (10), (12) ou das regras de transformagio
9), (11), (13). As equagdes (8), (10), (12) sdo em si mesmas
exemplos de multiplicagio externa (de tensores de primeira
ordem).

«Contracgdo» de um tensor misto. A partir de qualquer ten-
sor misto pode-se formar um tensor de ordem inferior em
2 unidades 2 do primeiro, igualando um indice de caricter
covariante 2 um de caricter contravariante e somando em
relagdo a tal indice («contracgion). Assim, por exemplo, do ten-
sor misto de quarta ordem Az; obtém-se o tensor de segunda

ordem :
3 3
Ap = A:p (= 2. AZB)

e deste, novamente por contracgio, o tensor de ordem zero
— 48— 4B
A=Ag=Ag.
A prova de que o resultado da contracgio possui real-
mente caricter tensorial obtém-se com a representagio ten-
sorial feita de acordo com a generalizagio (12) em combi-
nagio com (6), ou entio por generalizagio de (13).

Multiplicagdo interna ¢ mista de temsores. Estas operagbes
consistem na combinagio da multiplicagio externa com
a contracgio.

Exemplos. Com o tensor covariante de segunda ordem
Auy, € o tensor contravariante de primeira ordem B® for-
mamos, por multiplicagio externa, o tensor misto

D=4 B,
14 Yy
Por contracgio segundo os indices v, ¢ forma-se o quadrivec-
tor covariante

D =D =A B,
v w B
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Chamar-lhe-emos produto interno dos tensores Ay e B°.
Anilogamente com os tensores Ay, ¢ B” forma-se, por mul-
tiplicagdo externa e dupla contracgdo, o produto interno
Ayy B, Com o resultado da multiplicagio externa e uma s6
contracgio obtém-se a partir de Ayuy € B™ o tensor misto de
segunda ordem- D;=A WB". Pode-se, adequadamente, desig-
nar por mista esta operagdo, visto que é externa em relagio
aos indices p € 7 ¢ interna em relagdo aos indices v € .

Vamos agora demonstrar um teorema que se aplica
muitas vezes para verificar o caricter tensorial. Segundo
0 que acabdmos de expor, Auy B* € um escalar se Ay e B
forem tensores. Pois vamos agora estabelecer também o
seguinte:

Se Ayuy B* for um invariante para foda ¢ gualquer escolba
do tensor B, entio Ayy tem caricter tensorial.

Demonstragio:

Tem-se, por hipétese, para uma substituigio arbitriria,

A’ B = Auy B™
Mas, por inversio de (9)

_ o e g
—d’(e 0%’y ’

B

Substituindo na equagio antetior:

(Aﬂ'—%g—;':A,‘.) B™ =0,

Esta igualdade s6 pode ser satisfeita, sendo arbitriria
a escolha de B, se a expressdo dentro do paréntese for nula.
Daqui resulta, atendendo a (11), o teorema que enunciimos.
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Pode-se, de modo anilogo, demonstrar um teorema
correspondente a este para tensores de qualquer ordem e
de qualquer caricter.

O mesmo teorema pode ainda demonstrar-se na forma
seguinte:

Se B* e C" forem vectores arbitririos e se, quaisquer
que eles sejam, o produto interno

Aw B* C

for um escalar, entdo A,y € um tensor covariante.
Podemos estender a validade desta tltima proposigio
20 caso mais restrito de a invaridncia se verificar no produto
escalar
Ay B* B

para uma escolha arbitriria do quadrivector B*, desde que
saibamos que Ay obedece 4 condigio de simetria Auy= Ay,.
Com efeito, prova-se entdo, seguindo o caminho que acaba-
mos de indicar, que (Auy + Aw) tem caricter tensorial,
donde se segue, por virtude da propriedade da simetria,
o caricter tensorial de .A,y. Também este teorema se pode
generalizar ficilmente a0 caso de tensores covariantes e
contravariantes de qualquer ordem.

Finalmente, resulta do que foi demonstrado o seguinte
teorema, que pode igualmente ser generalizado a quaisquer
tensores: Se as grandezas Ayuy B* formam um tensor de pri-
meira ordem para uma escolha arbitriria do quadrivector B,
entio Ayy é um tensor de segunda ordem. Com efeito, se C*
for um quadrivector arbitririo, entdo, por causa do caric-

ter tensorial de Ayuy B’, o produto interno Auy C* BY serd
um escalar, qualquer que seja a escolha dos quadrivectores
Ct e B': donde resulta a afirmagio feita.
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§ 8. Algumas notas sobre o tensor fundamental dos g,y

O tensor fundamental covariante. Na expressio invariante
do quadrade do elemento da linha di? = g,y dx, dxy,
dxy, desempenha o papel de um vector contravariante de esco-
lha arbitriria. E como, além disso, guy = gw., segue-se, em
conformidade com as consideragdes do dltimo parigrafo, que
Zuv € um tensor covariante de segunda ordem. Chamar-lhe-
-emos «tensor fundamental». Deduziremos de seguida algumas
propriedades deste tensor, que na verdade pertencem a todo o
tensor de segunda ordem; mas o papel especial desempenhado
pelo tensor fundamental na nossa teoria, que tem os seus
fundamentos fisicos na peculiaridade das acgbes graviticas,
faz com que as relagdes a. desenvolver s6 tenham importin-
cia para nés em relagio ao tensor fundamental.

O tensor fundamental contravariante. Tomemos no determi-
nante formado com os elementos guy 0 menor correspondente
a cada um dos gy, € dividamo-lo pelo determinante g = | guy |
dos guy: obteremos assim certas grandezas g’ (= g"") que,
como vamos demonstrar, formam um tensor contravariante.

Segundo uma conhecida propriedade dos determinan-
tes, teremos

(16) fpo g =34,

onde o simbolo 3, significa 1 ou 0, consoante for p =y ou
p # v. Em vez da expressio anterior de ds? podemos entio
também escrever

Luo 3 ny. dxy,

ou ainda, atendendo a (16),

Zua G &% dxy dxy
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Mas, scgundo as regras de multiplicagio dos parigrafos pre-

cedentes, as grandezas
dte=g wo dxy.

formam um quadrivector covariante, que é de escolha arbi-
triria (dado que o sio os dxy). Introduzindo-o na nossa
expressio, obtemos

dfz =g" dE,»q dE-r.

Como isto é um escalar para uma escolha arbitriria do vec-
tor d¢; e como g™ é por definigio simétrico nos indices ¢ ¢ 7,
segue-se, de acordo com os resultados do parigrafo prece-
dente, que g é um tensor contravariante, De (16) resulta
ainda que J,” é também um tensor: chamar-lhe-emos tensor
fundamental misto. ‘

Determinante do tensor fundamental. Pela regra de multi-
plicagio dos determinantes, teremos

|guag® | = |8ual| &=
Por outro lado,

|guag® | = |duv| = 1.
Donde '

an | guv] | o] = 1.

O invariante do volume *. Comecemos por determinar
a lei de transformagio do determinante g = | guy |. Em vista
de (11) temos
- 0%y 0%,

"= |, |

* No raciocinio que se segue omitem-se por simplicidade,
o sinais de integral, que em rigor seriam necessirios.
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Daqui resulta, aplicando duas vezes a regra da multiplicagio
de determinantes

0%y

o 8w | =
ox
OuS ¥ ‘/Z;= dx:: ‘/Z

Por outro lado, a lei de transformagio do elemento

o5
0x’s

2
>

0x’g

g’:

dt = dxl dx; dbq a’x4
¢, segundo o conhecido teorema de Jacobi

0%’g

= o

dr.

Multiplicando as duas tltimas equagdes, obtém-se
(18) Vg dv =Vgdx

Em vez de {/g introduziremos no que se segue a grandeza
V= g que tem sempre valor real, em virtude do caricter
hiperbélico do continuo espago-tempo. O invariante Y — gd+
¢ igual A grandeza do elemento de volume quadridimensio-
nal, medido no «sistema de referéncia local» por meio de
barras rigidas e relégios, tal como na teoria da relatividade
especial.

Nota sobre o cardcter do continuwo espago-tempo. A nossa
suposigio de que a teoria da relatividade especial é sempre
vilida no infinitamente pequeno arrasta consigo a conse-
quéncia de que ds2 se pode sempre exprimir, de acordo com (1),
por meio das grandezas reais dX;, dX;, dX3, dX,. Se
designarmos por dty o elemento de volume «naturaly
dX,.dX,.dX;.dX,, teremos entio

(182) dro=V —g.dx.
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Se Y/ —g tendesse para zero em determinado local do
continuo quadridimensional, isso significaria que, nesse local,
a um volume finito definido com as coordenadas correspon-
deria um volume «natural» infinitamente pequeno. Admita-
mos que isso nfo possa nunca suceder. Nesse caso, g nio poderd
mudar de sinal: admitiremos, em acordo com a teoria da
relatividade especial, que g tem sempre um valor finito nega-
tivo. Isto constitui uma hipétese sobre a natureza fisica do
continuo considerado e, 20 mesmo tempo, uma estipulagio
sobre a escolha das coordenadas.

Mas se —g é sempre positivo e finito, estd natural-
mente indicado que se faga «a posteriori» uma escolha de
coordenadas tal que esta grandeza seja igual a 1. Veremos
mais tarde que uma tal limitagio imposta 2 escolha das coor-
denadas permite chegar a uma simplificagio aprecidvel das
leis da natureza. Em vez de (18), temos entdo simplesmente

dv =dz
donde, atendendo ao teorema de Jacobi,

N b
0%,

—Z|(=1
3%,

(19)

Com esta escolha de coordenadas s6 sdo pois admissiveis
as substituigdes de coordenadas que tenham determinante
igual a 1.

Seria porém erréneo crer que este passo represente
uma rendncia parcial ao postulado da relatividade geral.
Nzo perguntaremos: wquais s3o as leis da Natureza que s3o
covariantes em relagio a todas as transformagdes cujo deter-
minante é 1?» Perguntamos sim: «quais s#o as leis da natureza
de covaridncia gera/?» S6 depois de as termos estabelecido
¢ que faremos uma escolha particular do sistema de referén-
cia para simplificar a sua expressio.
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Construgdo de novos tensores por meio do tensor fundamental.
Por meio da multiplicagio interna, da multiplicagio externa e
da multiplicagio mista de um tensor pelo tensor fundamental
formam-se tensores de outro caricter e de outra ordem.

Exemplos:

At = g!"’ A, ,
A = guy AW

Notem-se especialmente as construgdes seguintes:

APy =gt P Agg,
Apy=gua g9 A%

(«complementos», respectivamente, do tensor covariante e do
contravariante), e

B,‘v =g:‘v gdﬂ Aaﬂ.

Chamaremos Byy o tensor reduzido correspondente a Ayy.
Anilogamente

BW — g g3 A%,
Note-se que g’ ndo é mais que o complemento de guy. Com
efeito
2" 2" gap =gt 0 = g

$ 9. Egqua¢do da linka geode’:i:é (isto ¢, do movimento do ponto)

Como o «elemento de linha» ds é uma grandeza definida
independentemente do sistema de coordenadas, também
a linha tragada entre os dois pontos P; e P, do continuo
quadridimensional para a qual [ds ¢ um extremo (linha
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geodésica) tem um significado independente da escolha das
coordenadas. A sua equagio €

(20) 3 {f‘a } =

Partindo desta equagdo chega-se por um conhecido processo
do cilculo das variagdes a quatro equagdes diferenciais totais,
que determinam esta linha geodésica. Para apresentar o assunto
de um modo completo, vamos fazer aqui essa dedugio.
Seja A uma fungio das coordenadas xy; esta fungdo define
uma familia de superficies que interceptam a linha geodé-
sica procurada, assim como as linhas infinitamente préximas
desta que passem pelos pontos P; e P,. Qualquer destas
linhas pode entio imaginar-se determinada pela expressio
das suas coordenadas xy em fungio de ). Suponhamos que
o simbolo J corresponde ao transporte de um ponto da linha
geodésica procurada para o ponto de uma curva vizinha que
corresponde a0 mesmo ). Nesse caso, poderemos substituir

(20) por

f&wd)\=0
(202)
dx dx,
e
Mas como
_ 1 [ 108y dx dx dxy | &g
6’”—7{2 Pt el LR a(d_l) }’

resulta, substituindo d» em (20a), tendo em .conta que

3 (dx,)__ ddxg

D)= &

di
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e apds integragio parcial

] #,0%,d)h = 0
(0b) {3

" d {gp.a dx‘u} 1 08y dxy, dx,
- DR el s ) o

Y N Y 2 gxg dr
Daqui resulta, por ser arbitriria a escolha dos dx;, que os x,
se reduzem a zero:

(20c) =0,

Tais sdo as equagdes da linha geodésica. Se nio for ds =0

sobre a linha geodésica considerada, poderemos tomar como

parimetro A o «comprimento de arco» s medido sobre a linha

geodésica. Serd entio w =1 e, em vez de (20c), teremos:
d’xp. 6gjtd dx, dxp. 1 ag‘uv dxy. dx

qo g Yo T & T owe & &

ou, com uma simples mudanga de notagio

d*x, [p.v] dx,, dxy

(20d) dogr o] =0

g
onde se introduziu, seguindo Christoffel
| B | 08us 08yq 08uy
@ [a]’T(ax, i ax,_axa)'
Se, finalmente, multiplicarmos (20d) por gor (multiplicagio

externa em relagdo a t e interna em relagio a ¢), obtém-se
para forma definitiva da equagdo da linha geodésica

=0

d?xy {l"} dxy dxy
ds? t) d ds

na qual se introduziu, seguindo Christoffel
@) to}=e=[%]:
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§ 10. A construcao de tensores por meio de diferenciagao

Apoiados na equagio da linha geodésica podemos agora
deduzir facilmente as leis segundo as quais se podem cons-
truir por diferenciagdic novos tensores a partir doutros.
S6 entio nos encontraremos aptos a formular equagdes
diferenciais de covaridncia geral. Atingiremos este objec-
tivo por aplicagdo repetida deste simples teorema:

Se, no nosso continuo, os pontos de uma dada curva
forem definidos pela medida s do arco («Bogendistanz»)
que os separa de um determinado ponto fixo da curva, e
se ¢ for uma fungio espacial invariante, entio do/ds serd
também um invariante. A prova estd em que tanto dp como ds
sdo invariantes.

dy 0 dx,

Ora, sendo TR
segue-se que também

o dx,

abrar

€ um invariante, sendo-o para todas as curvas que partam
de um ponto do continuo, isto é, para uma escolha arbitri-
ria do vector dos dxy. Daqui resulta imediatamente que

(24) ' Ay =20

¢ um quadrivector covariante (gradiente de g).
Segundo o nosso teorema, também a derivada



tomada sobre uma curva é um invariante. Substituindo ¢
pela sua anterior expressio resulta

e Iy dxy | ge dxy

K= Oxpon, & & | g%, &

Daqui nio se pode inferir directamente a existéncia de um ten-
sor. Mas se estabelecermos agora que a curva sobre a qual
se fez a diferenciagio € uma linha geodésica, entdo, por substi-
tuicdo de d2xy/ds2 pela sua expressdo tirada de (22), teremos:

=

Como se pode inverter a ,ordem das diferenciagdes em
relagio a p e v e como, segundo (23) e (21), o colchete { "f"}
¢ siméirico relativamente a p e v, segue-se que a expressio
entre parénteses também ¢é simétrica em p. e v. E, como a pat-
tir de um ponto do continuo se pode tragar uma linha geodé-
sica em qualquer direcgdo, sendo portanto dxy/ds um quadri-
vector de livre escolha de razio de componentes, segue-se,
de acordo com os resultados do § 7, que

_ 0% _ [uv)oe
%) 'Aw—ax“dxv {r}d_x:

é um tensor covariante de segunda ordem.
Chegamos deste modo 2o seguinte resultado:
com o tensor covariante de primeira ordem

_ 09
Au—m

pode-se construir, por diferenciagio, um tensor covariante
de segunda ordem

(26) Ap=S2 (¥} 4,
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A este tensor Ay, chamaremos a «extensdon («Erweiterang»)
do tensor Ay.

Poderemos agora mostrar facilmente que ¢ processo de
formagio de expressdes que acabamos de indicar continua a
originar tensores quando ji nfo se verifique a condigio acima
admitida de Ay poder ser considerado um gradiente.

Para provarmos isso, comecemos por notar que

¢ um quadrivecfor covariante quando ) e ¢ forem escalares.
Também assim sucede 2 uma soma de quatro termos andlo-
gos ao anterior

§. = om0eY L 0 090
u g()dxu+ + H’()ax“’

desde que §(') ¢(') ... $(*) ¢(*) sejam escalares.

Ora € claro que qualquer quadtivcctor covariante se pode
representar na forma Sy: com efeito, se Ay for um quadri-
vector cujas componentes sejam dadas por fungdes quaisquer
dos xy, bastard tomar (em relagdo ao sistema de coordenadas
escolhido)

() = A4, 9(') = xy,
$C) = A,, o() = x3,
$C) = A4, oC) = x3,
$() = As, o() = x4,

para se conseguir que Sy, se torse igual a A4,. _

Sendo assim, se conseguitmos demonstrar que Ay ¢
um tensor sempre que, no segundo membro da sua expressio,
Ay represente um quadrivector da forma S|, demonstrada
ficard- a mesma afirmagdo para o caso de Ay representat
um quadrivector covariante inteiramente arbitririo,
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Ora um ripido exame dc (26) mostra que basta fazer
a demonstragio para o caso de ser

Ay.=‘

para que fique feita para Si,. Considerando entio esse caso,
notemos que o produto por ¢ do egundo membro de (25)

d*¢ pvl, 0%
U — b it
96"“0"\' { vd"-.

tem caricter tensorial. E

o¢ o
X

0x

¢ igualmente um tensor (produto externo de dois quadrivec-
tores). De uma adigdo resultard entdo o.cardcter tensorial de

dx,(' d?) {u'}( dx,)'

Com isto fica feita a demonstragio para o quadrivector

¢ 9%,

como se reconhece imediatamente olhando para (26). E por-
tanto ficard igualmente feita, como se provou, para todo e
qualquer quadrivector Ay,.

Recorrendo 4 extensio do quadrivector, ficil ¢ definir
a «extensio» de um tensor covariante de ordem arbitriria
por generalizagio daquela. Limitar-nos-emos a estabelecer
a extensio do tensor de segunda ordem, porque esta deixa
j4 compreender claramente qual é a lei de formagio.

Como j4 foi notado, todo o tensor covariante de segunda
ordem pode ser representado por uma soma de tensores do
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tipo Ay By *. Bastard por isso deduzir a férmula da «exten-
sdo» para tensores deste tipo especial.
De acordo com (26), as expressoes

0A
W;“"‘{GT“}"“’
()5,

tém caricter tensorial. Multiplicando externamente a pri-
meira por B, e a segunda por Ay, obtém-se em cada um dos
casos um tensor de terceira ordem; a adigZo desses tensores
di o tensor, também de terceira ordem,

(’dlj:;.v_ {u:}.} P P { oTv } Ay.'r,

(27) Ay,va =

onde se pos Ayy = Ay By. Como o segundo membro de (27)
¢ linear e homogéneo em relagio aos Ayy e suas primeiras
derivadas, esta lei de formagio conduz a um tensor, nio s6
quando se parte de um tensor do tipo Ay By, mas ainda
quando se parte de uma soma de tensores desse tipo, isto é,
quando se parte de um tensor covariante arbitrério de segunda
ordem: Ao tensor A,ys daremos o nome de extensio do
tensor Apy.

* Por multiplicagio externa dos vectores que tém respecti-
vamente por componentes Ay, Ajx, Ay, A4 e 1, 0, 0, 0,
forma-se um tensor com as componentes

Ay, A Ay A

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Por adigio de quatro tensores deste tipo obtém-se o tensor cujas com-
ponentes foram arbitririamente prefixadas.
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E claro que (26) e (24) exprimem apenas casos espe-
ciais de extensdo (de tensores de ordem 1 e de ordem O,
respectivamente). De um modo geral, todas as leis espe-
ciais de construgio de tensores podem ser consideradas pro-
venientes de (27) em combinagio com multiplicagdes de
tensores.

§ 11. Alguns casos particulares de especial importincia

Alguns lemas respeitantes ao tensor fundamental.

Vamos agora estabelecer férmulas que nos hio-de ser
de grande utilidade no que se segue.

Em virtude da regra da diferenciagio de determinantes,
tem-se

(28) dg = g™ gdgu, = —guy gdg**-
A Altima expressio obtém-se da peniltima, atendendo
a que
Lu gu-"v = 6:' donde guy gw» =4 e por conseguinte
Gur ¥ + g** dgyy = 0.
De (28) resulta

1 oy —p_10ls(=9_ 1 u 98w
(29) YV —g 0% 2 0 Xg 2 ¢ 0%g
e o
78w gxy
De guog” = 6:,‘

resulta, por outro lado, por diferenciagio

Buo dg"° = — g dgye
(30) 08%8 _ e 08 )

¢ e T FFS)

[176]



Efectuando o produto misto por g% e gy, respectivamente,
obtém-se (modificando a notagio dos indices)

dgh = — gbe g% dg g,

(31) ()g_“" _ —gi‘-’gva 08af

0%g 0%g

e correspondentemente

dguy = — gua g dg*

0g wy 0

= e
i T

(32)

A relagio (31) é susceptivel de uma transformagio que tam-
bém havemos de utilizar muitas vezes. Segundo (21), temos

(33) dng = [aﬂa] + [B¢°]~

0%g

Introduzindo esta relagdo na segunda das férmulas (31)
obtém-se, atendendo a (23),

o0 (o)),

Introduzindo agora em (29) o segundo membro desta rela-
¢do (34), vem

1 0y =, P
(29a) [ g _ {“ }
V—g 0% w
«Divergéncia» do quadrivector comtravariante. Se multipli-
carmos (26) pelo tensor fundamental contravariante gt
(multiplicagdo interna), o segundo membro tomari a seguintc
forma, depois de transformado o seu primeiro termo 1):

9 (gh A,)— Ay dguv_lgm(?_{u_d L 08w _ 08
0%y

0%y 2 0%y | 0%y 0%a

) W A
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O ultimo dos trés termos desta expressio pode, atendendo a
(31) e (29), escrever-se com a forma

108™ 4 . 108" 4 +_1__Q_‘E?gu A 2

1
2 0% T T omg T T V=g 0%

Como a denominagio dos indices de soma se pode modifi-
car livremente, os dois primeiros termos desta wltima expres-
sZo sdo cancelados pelo segundo termo da penultima; e o ter-
ceiro termo da iltima pode reduzir-se com o primeiro da
pentltima 3). Se depois fizermos

g Ap= A,

onde Av, bem como A4, designa um vector arbitririo, obte-
remos finalmente

’

(35) -

0 — 5 A
Este escalar é a divergéncia do quadrivector contravariante 4v.

«Rotacionaly do quadrivector (covariante).

O segundo termo de (26) é simétrico em relagio aos
indices p. e v. Daqui resulta a possibilidade da construgio de
um novo tensor (anti-simétrico) de maneira particularmente
simples: o tensor A,y — Aw.. Representando-o por By,
teremos entdo

61_41,,, _ oA,

d Xy d-"[l.

(36) By =

Extensdo anti-simétrica de um sextivector.
Se aplicarmos (27) a um tensor anti-simétrico de segunda
ordem, Ay, € se somarmos 4 equagio assim obtida as duas
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equagdes que provém dela por permutagio circular dos indi-
ces p, v, 7, chegaremos ao tensor de terceira ordem
0Ays 04w " 0Aqy,

(37) Buve = Apse + Asop + Aoy = T = 0% 7%, s

que € anti-simétrico, como facilmente se prova.
Divergéncia do sextivector.
Se multiplicarmos (27) por g ¢g”3 (multiplicagio mista),
obteremos ainda um tensor. O primeiro termo do segundo
membro de (27) pode 4) escrever-se na forma

0 028 0ghe
Fs (gHg"® Ayy) — g Bg;,' Ay—g" —;x—c Ays.

Substituindo gi* g8 Apse por A%, e gh* Vi Apyy por A% e
substituindo ainda, no primeiro termo ji transformado,

08" . de¥*
0%g d%g

pelas suas expressdes (34), obtém-se a partir do segundo
membro de (27) uma expressio de sete termos, quatro dos
quais se cancelam entre si. Resta entdo

a AaB ox% 2 ox
(38) Aaﬂ=%+{a}A‘B+{B}A”‘.
Tal é a expressio da extensio de um tensor contravariante de
segunda ordem: expressdes correspondentes a esta podein-se
estabelecer para tensores contravariantes de ordem mais alta e
mais baixa. E ¢ de notar que, seguindo um processo anilogo,
se pode também chegar 4 extensio de um tensor misto:

a dArl. ol a st
39 A""":——dxc _—{r}AT+{a}AP'
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Por contracgio de (38) em relagio aos indices 8 e o
(multiplicagio interna por 6;), obtém-se o quadrivector
contravariante

af )
AI:%/,:_B_F{B;}AH‘_*_{.S:}A‘S'

Dada a simetria de {B:} em relagio aos indices f e x, o ter-
ceito termo do segundo membro reduz-se a zero se A% for
um tensor anti-simétrico, o que vamos admitir; por outro
lado, o segundo termo pode ser transformado por aplicagdo
de (29a). Obtém-se assim

(40) Ar — ! 0(\/——‘8A’B).

V=g 9%

E esta a expressio da divergéncia de um sextivector contra-
variante.

Divergéncia do tensor misto de segunda ordem.

Efectuando a contracgio de (39) em relagio aos indi-
ces a e g, obteremos, atendendo a (29a)

1) x/—_gAu="———(‘/;_,iAm—{°,“} —g A

Introduzindo no Wultimo termo o tensor contravariante
A = g% A°, ele tomard a forma

~[1v=iar

Se o tensor A for simétrico, a expressio anterior redu-
zir-se-d a

08
1y =g —=F 4
2 d"y,
Se, em vez de AP se tivesse introduzido o tensor covariante,
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igualmente simétrico, Ags = gea Lop A entio o dltimo
termo teria tomado, em virtude de (31), a forma

1 — 08%°
7V—¢ o Ago.

Assim, no caso de simetria considerado, (41) pode substi-
tuir-se por qualquer das formas '

o(y=g 4p) , 1 9z
i) V=g, =20 M) Loty

que havemos de aplicar mais tarde.

§ 12. O tensor de Riemann-Christoffel

Vamos agora investigar quais s3o os tensores que se podem
formar por diferenciagdo, utilizando como ponto de partida
somente o tensor fundamental dos g,y A resposta parece 2
primeira vista muito ficil. Basta substituir em (27) o tensor
arbitririo A,y pelo tensor fundamental dos g para se obter
um novo tensor, que é a extensio do tensor fundamental.
Mas ¢é fécil chegar 4 convicgio de que tal tensor é idéntica-
mente nulo. Poderemos, no entanto, atingir o objectivo
em vista seguindo o caminho que se vai expor. Introduza-
mos em (27)

Ay = dA}L__ { u?v} A,

0%y

isto é, a extensio do quadrivector A4,. Obtém-se entdo
(com uma pequena modificagio nos nomes dos indices)
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o tensor de terceira ordem

- {y.o}dAP_ {p.'r}dAP . {a r}dA“
¢ ) ox: ) 0% o ) ox;
_ 0 wo T84 Ex at ap I A
+[ c)xr{e}J“{z}{e]“L-{z}{?} ;
Esta expressdo sugere a construgio do tensor Ayor — Ayra,
visto que, nessa construgio, o primeiro termo da expressio
de Ayo:, 0 quarto termo, e também o termo correspondente
a ultima parcela do paréntese recto, sio cancelados pelos
termos da mesma ordem da expressio de Ayzq, dado que todos

esses termos sdo simétricos em ¢ e . E 0o mesmo acontece
com a soma do segundo e terceiro termos. Obtemos assim

(42) Ayor — Ay,‘ro = B A,

b —_ 9 fpo) O fus
(43) Bl‘-"" d"r{ P }+ ()"o{ e }
HE )

O que h4 de essencial neste resultado ¢ que no segundo mem--
bro de (42) entra apenas os 4, e ndo jd as suas derivadas. Do
caricter tensorial de Aot — Apre, em conjungdo com o
facto de 4, ser um quadrivector de escolha arbitriria, resulta,
tendo em vista as conclusdes do § 7, que B" _ ¢ um tensor
(tensor de Riemann-Christoffel). :

A importincia matemitica deste tensor provém do

seguinte. Quando o continuo é constituido de tal modo que
existe um sistema de coordenadas em relagdo ao qual os gy,
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sdo constantes, entdo todos os B f; 5 3) s reduzem- a zero.
Se substituirmos o sistema de coordenadas original por
um novo sistema, arbitririo, os gy referidos a este j4 ndo serdo
constantes; mas o cardcter tensorial de B fm_ 5) arrasta consigo
a consequéncia de estas componentes continuarem a ser
todas nulas no sistema de referéncia arbitririo. O anulamento
do tensor de Riemann é assim uma condigfio necessiria para
se obter a constincia dos g,y mediante uma escolha apropriada
do sistema de referéncia *). No nosso problema isto corres-
ponde a conseguir a validade da teoria da relatividade espe-
cial num dominio finito mediante uma escolha conveniente
do sistema de coordenadas.

Por contracgio de (43) em relagio aos indices 7 e ¢,
obtém-se o tepnsor covariante de segunda ordem

By.v = Rp.v 4+ Sp,v

0 (uv T
(44) Rw=—5A% T+ %7
5, — 8V —g {*“} gy —z.
s d"y. 0%y a d-"a

Observagao sobre a escolba das coordenadas. J4 foi notado
no § 8, a propésito da equagio (18a), que hd vantagem em
escolher o sistema de coordenadas por forma a tornar
Y — g = 1. Um rtipido exame das equagdes obtidas nos dois
ultimos pardgrafos mostra que, com essa escolha, as leis de
formagio de tensotes sofrem uma simplificagio notivel.
Isto aplica-se em particular ao tensor By, que acabimos de
desenvolver, o qual vai desempenhar um papel fundamental
na teoria que vamos apresentar. Com efeito, a escolha do

*  (Os matemiticos demonstraram que esta condigio ¢ também
suficiente.
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stema especial de coordenadas que vimos referindo origina
o anulamento de Sy, ¢ isso reduz o tensor Byy a Ry.

Por este motivo, todas as relagdes serdo daqui em diante
apresentadas na forma simplificada a que a referida escolha,
particular de coordenadas conduz. E depois ficil voltar as
equagbes covariantes gerais, se isso se mostrar conveniente
num caso particular.

C. Teoria do campo gravitico

§ 13. Equagio do movimento do ponto material no campo gravi-
tico. Expressdo das componentes desse campo

Segundo a teoria da relatividade especial, um corpo que
se move livremente, sem sujeicio a forgas exteriores, fi-lo
em movimento rectilineo e uniforme. Esta afirmagio continua
a ser vilida na teoria da relatividade geral, para uma porgio
do espago quadridimensional em que seja possivel escolher
o sistema de coordenadas Ky — e se escolha de facto — de tal
modo que os g, tomem os valores constantes dados em (4).

Mas consideremos agora o mesmo movimento a partir
de um sistema de coordenadas de escolha arbitriria Ki;
apreciado de tal sistema ele apresenta-se como movimento
efectuado num campo de gravidade, de acordo com as refle-
x0es expostas no § 2. A lei deste movimento em relagio a K
estabelece-se ficilmente com o raciocinio seguinte:

Em relagdo a K, a lei do movimento ¢ representada por
uma recta quadridimensional, isto é, por uma linha geodé-
sica. Ora a linha geodésica tem uma defini¢do independente
do sistema de referéncia; logo, a sua equagio é também a equa-
¢io do movimento do ponto em relagio a K;. Pondo

@ ==}
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teremos entio, como equagio do movimento do ponto em
relagio a K,
d*xq re dxy. dx,

46 = CRiy e
() ds® W ds ds

Admitamos agora a hipétese, muito plausivel, de que este
sistema de equagdes, que goza de covariancia geral, conti-
nua a determinar o movimento do ponto no campo gravi-
tico mesmo no caso de ndo existir nenhum sistema de refe-
réncia Ky em relagio a0 qual a teoria da relatividade especial
seja valida para regides finitas. O facto de em (46) nio entrarem
sendo primeiras derivadas dos gy justifica ainda mais que
adoptemos tal hipétese, visto que entre as primeiras deri-
vadas nio hd quaisquer relagdes, nem mesmo no caso de
existir Ky *.

Se os I'"  se reduzirem a zero, o movimento do ponto
serd rectilineo e uniforme; logo, sdo essas as grandezas que
fazem com que o movimento se afaste da uniformidade:
sdo elas as componentes do campo gravitico.

§ 14. As equagies do campo gravitico na auséncia de matéria

Na distingdo que a seguir vamos fazer entre «campo
gravitico» e «matéria», daremos a este Wltimo termo o signi-
ficado de tudo quanto nfo for campo de gravidade, incluindo

* E sdmente nas segundas derivadas (relacionadas com as pri-
meiras) que, segundo o § 12, aparecem as relagdes B::.a'r = 0. Sendo
assim, as equagies (46) em que 56 entram primeiras derivadas devem ter um signi-
ficado independente da existéneia ou ndo existéncia de Ko (N. T.).
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assim, dentro dele, ndo s6 aquilo que vulgarmente se entende
por matéria, mas também o campo electromagnético.

O problema que vamos agora resolver é o de estabele-
cer as equagdes de campo da gravidade na auséncia de maté-
ria. Para isso, vamos outra vez aplicar o método que segui-
mos no parigrafo anterior para estabelecer a equagio do movi-
mento do ponto material.

Notemos entdo que as equagdes de campo. que estamos
procurando devem sempre ser verificadas quando se dé
o caso particular de a teoria primitiva da relatividade poder
ser aplicada, isto é, quando os guy tomarem certos valores
constantes. Admitamos que esse caso se di em determinado
dominio finito, desde que se adopte como sistema de refe-
réncia um certo sistema de coordenadas Ky. Em relagio a

esse sistema, todas as componentes B fw— do tensor de Riemann

se reduzem a zero ao mesmo tempo [equagdo (43)]; e entdo,
para o referido dominio, essas componentes serdo igual-
mente nulas relativamente a qualquer outro sistema de coor-
denadas que seja adoptado.

Sendo assim, as equagbes que vimos a procurar esta-
belecer para o campo gravitico vazio de matéria devem
verificar-se sempre que sejam nulos todos os B Em. Mas esta
condigio suficiente ndo é certamente necessdria: para o reconhe-
cermos claramente, basta notar que deve ser impossivel
escolher um sistema de coordenadas capaz de «eliminar por
transformagdo» o campo gravitico criado por um ponto
material 4 sua volta, isto é, capaz de o transformar por forma
que os guy fiquem constantes 6).

Somos deste modo levados a pensar que a condigio
exigida pelo campo gravitico vazio de matéria deve ser o des-
vanecimento do tensor simétrico By, que se obtém contraindo

o tensor Bfun . Chegamos assim a 10 equagdes para as 10 gran-
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dezas guy. O caso de serem nulos todos os B:Ln ¢ um caso
especial da verificagio dessas equagdes.

Com o sistema de coordenadas que atrds decidimos
adoptar 7) vé-se, atendendo a (44), que as mesmas equagdes
tomam a forma

T P+ PETE
(47) 0 %q uB " va
V—g=1.

E de salientar quanto é pequeno o grau de arbitrarie-
dade envolvido na escolha das equagdes: com efeito, 3 excep-
¢io de By, nio existe nenhum tensor de segunda ordem
que, sendo construido com os gyy € suas derivadas, ndo con-
tenha derivadas de ordem superior 2 segunda e seja linear
nas derivadas de segunda *.

As equagbes a que acabimos de chegar, combinadas
com as equagdes (46) do movimento, conduzem em primeira
aproximagio A lei de atracgio de Newton, e em segunda
aproximagio 2 explicagdo do movimento do periélio de
Merctrio descoberto por Leverrier (tal como ele se apre-
senta depois de feitas as correcgdes de perturbagio). Este
facto, tendo em vista que as equagbes foram estabelecidas
por via puramente matemitica a partir do postulado da
relatividade geral, constitui, na minha opinido, testemunho
convincente de que a teoria é vélida do ponto de vista fisico.

* Em rigor esta afirmagio s6 pode fazer-se para o tensor
By_, + gy (B B,g), onde X € uma constante. Mas, se igualarmos a
zero este tensor, obteremos outra vez as equagdes By, = 0.

[187]



$ 15. A fungio de Hamilton para o campo gravitico. Lei da
impulsdo-energia

Para mostrar que as equagdes de campo correspondem 2
lei da impulsdo-energia é da maior conveniéncia escrevé-las
na seguinte forma de Hamilton:

3 | Hdz}=0
(47) H=grTgTh
V—g=1
entendendo-se que as variagdes se desvanecem nos limites

do espago quadridimensional de integragio limitado que se
considera.

Comecemos por mostrar que a forma (47a) é equiva-
lente as equagbes (47). Para esse efeito, consideremos H
como fungdo dos g*' e dos

r(-45)

0Xg
Temos entdo, em primeiro lugar,
BH=T%, P agh + 2gu'1‘;Bari
=TT g s 2T (e,
Mas agora

wrby— 1] 51(& O%ar "‘_“>]
3(e" 1) za[g & \o% T o om

Os termos provenientes das duas Gltimas parcelas do parén-
tese curvo convertem-s¢ um no outro trocando o sinal e
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permutando os indices 1 e f§ (e atendendo a que a denomi-
nagio dos indices de soma pode ser modificada livremente).
Na expressio de §/H os referidos termos aparecem multi-
plicados por I‘;B e por isso cancelam-se mutuamente, visto
que I'g € simétrica em relagio a p e . Resta, portanto,
para ser considerado, apenas o primeiro termo do paréntese
curvo, pelo que se obtém, atendendo a (31).

3H=—T%, T8 3™ 4 re 508%,

e portanto
0 H B
P F:.B Fva
) VH _ o
0gP W

Ora o cilculo da variagio que ﬁgura em (47a) leva ao
sistema de equagdes 8)

0 (0H\ oH
) 7% (5a) — o =

Este sistema, em vista de (48), coincide com (47), como
se queria demonstrar.
Multipliquemos agora (47b) por g!’. Como

g g
'] — a

0%q 0%g

€, consequcntemcnte s

gl-""i. JH — 9 W oHY _ . oH aggy,
o 0%g\ 08 0%g \"0 08Y’ o0&k’ 0%q
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obteremos com essa multiplicagio a equagio

0 <gmaH)_aH=0

0% \®a 028 ) " gxo
ou *
o
(49) iis
—2 =g SIS — B H,
a

sendo ainda, em vista de (48), da segunda equagio de (47a),
e de (34),

60 wi=LEgF T T g I,

E de salientar que #§ nio é um tensor, mas que, apesar
disso, a equagio (49) é vilida em todos os sistemas de coor-
denadas para os quais seja Y — g = 1. Esta equagio exprime
a lei da conservagio da quantidade de movimento e da ener-
gia para o campo gravitico. Com efeito, a sua integragio
“estendida a um volume V' fridimensional fornece-nos as qua-
tro equagdes

9 | [rav)=[(tia + i + 1} a3)ds

onde ay, a2, a3, tepresentam os co-senos directores da nor-
mal, dirigida para o interior, 2 um elemento de superficie de
grandeza 4S5 (no sentido da geometria euclidiana) perten-
cente 4 fronteira do volume. de integragdo. Reconhece-se

* A razdo por que se introduz o factor — 2x serd apresentada
mais tarde.
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aqui a expressdo das leis de conservagio na sua forma habi-
tual. Designaremos as grandezas #; por «componentes de
energia» do campo gravitico.

Vou agora apresentar ainda as equagdes (47) numa tet-
ceira forma que é particularmente Gtil para uma apreensio
viva do mnosso assunto. Multiplicando as equagdes de
campo (47) por g, obtemo-las em forma «mistan. Note-se
agora que '

char:w _ P < vora> 028"° re,
wy 0xg W

grandeza que, em vista de (34) ¢ igual 2

a s B o B
a_xa(gv Iy.) V FaBF:u 0 Fga F;.v’

ou (modificando a denominagio dos indices de soma) igual a

0 ( oBFa

mn o B vo pa B
dx, p.B) & I‘mBFnu,‘gar r

@B et

O terceiro termo desta expressdo cancela-se com o que pro-
vém do segundo termo das equagdes de campo (47); e usando
a relagio (50) podemos substituir o segundo termo da expres-
sdo por

onde se tomou # = t: . Obteremos assim, em vez das equa-
coes (47),

( “Bra )——x.(t __a°;)
V———_g=1.
[191]

G



§ 16. Forma geral das equagies de campo da gravitagido

As equagbes de campo estabelecidas no parégrafo pre-
cedente para espagos livres de matéria correspondem i equa-
¢do de campo :

Ap=0

da teoria de Newton. Temos agora de procurar a equagio
que corresponde 4 equagio de Poisson

Ap= 4'mcp,

na qual p representa a densidade da matéria.

A teoria da relatividade especial levou 4 conclusio de
que a massa inerte mais nio é do que energia, cuja expres-
sdo matemdtica completa se encontra num tensor simétrico
de segunda ordem — o tensor energia. Isto indica-nos que
também na teoria da relatividade geral nds teremos de intro-
duzir um tensor energia da matéria, T, o qual hi-de ter

caricter misto, como as componentes t: da energia do campo
gravitico [equagGes (49) e (50)], mas hi-de corresponder a
um tensor simétrico covariante *,

Quanto 2 maneira de introduzir nas equagdes do campo
gravitico o referido tensor (correspondente 4 densidade p
na equagio de Poisson), temos para isso uma indicagdo nas
equagdes do sistema (51). Consideremos, com efeito, um sis-
tema completo (por exemplo, o sistema solar): a massa total
desse sistema, e portanto também o seu efeito gravitico glo-
bal, deve depender da energia total do sistema, ou seja, das
suas energias ponderivel e gravitica em conjunto. Isto expri-

* g T =T ¢ g"'a 7% = T“[3 devem ser tensores simétricos.
aT g oT g
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mir-se-4 introduzindo nas equagdes (51), em vez das com-
ponentes de energia t;, que somente se referem ao campo

gravitico, as somas t; + T:;. das componentes de energia
do campo gravitico e da matéria. Deste modo, em vez de (51),
obtém-se a equagdo tensorial

a 0 a g g g
2 P BF“B)=—x[(tp+ To)— 3, (#++ 1)

V—g=1,

onde se poés T=1T :: (escalar de Laue). Sio estas, em forma
mista, as equagles gerais de campo da gravitagio que pro-
curdvamos.

Destas equagbes pode obter-se, seguindo uma marcha
inversa daquela que nos fez chegar a (51), o seguinte sis-
tema, que substitui (47):

0Ty e B (Tur— L gwT)
(53) —_a’+ry.ﬂrva=—x' w7 8wl )

0% -
V—g: j

Deve salientar-se que o postulado da relatividade nio é,
s6 por si, suficiente para justificar a atribui¢io de um tensor
energia 4 matéria; e foi por isso que, ao fazermos 2*rds a intro-
dugdo desse tensor, a baseimos na hipétese de que a ener-
gia do campo da gravidade e a energia de qualquer outra
espécie actuam graviticamente de igual modo. Mas a razio
mais forte para que aceitemos as equagles precedentes estd
em que elas acarretam a seguinte consequéncia, como se vai
mostrar no § 17: para as componentes da energia total vigo-
ram equagdes de conservagio (da quantidade de movimento e
da energia) correspondentes exactamente s equagdes (49)
e (49a).
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§ 17. As lis de conservagao no caso geral

E ficil transformar a equagdio (52) para fazer desapare-
cer o segundo termo do seu segundo membro. Efectuemos
para isso em (52) uma contracgo relativamente aos indi-
ces . ¢ ¢; multipliquemos por - 6“ a equagdo que assim se
obtém, e subtraiamo-la depois de (52). Resulta

(52a) a% (8Pre— 78,8 I5p) = —x (£, + T}).

Apliquemos a esta equagio a operagio 0/0x,.
Comegando pelo primeiro termo do primeiro membro,
temos
2 a 1 52 ’ 08 08g), 08,8
T )= T g [g Bgﬂ(d:; axi 0%, )]
A primeira e a terceira parcela deste paréntese curvo
contribuem para o resultado, com termos que se cancelam
mutuamente, como imediatamente se reconhece se na con-
tribuicdo dada pela terceira parcela se permutarem, por
um lado, os indices de soma « € g, e por outro os indices
de soma f e ). Resta entdo o termo proveniente da segunda
parcela. Transformando-o por aplicagio de (31), vem entdo

como resultado da aplicagio da operagio 9/dx, ao primeiro
termo do primeiro membro da (52a)

O ebpay_1_ PP
©9 PP FA G e P ror v P

Quanto a0 segundo termo do mesmo primeiro mem-
bro, ele d4 directamente

1_ 2
—de“)x ( JBI‘Z)

L__é.’__.[ 18 as("m “_BE_:@)]
i 4 9xz 0% & LES) s EDY 0%y
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Mas o termo formado com a ultima parcela deste parén-
tese curvo desaparece no sistema de coordenadas que esta-
mos a empregar, como se reconhece considerando (29).
E os dois restantes termos podem ser reunidos num. s6,
dando, em virtude de (31),

1 yeb
2 dxadxﬂdxp.'
Combinando este resultado com (54), vé-se entio que a
aplicagio da operagio d/dx; ao primeiro membro de (52a)
conduz 2 identidade

0 ﬂ a 1 va Mpz\__
(55) FEsp T £l et L o b —
E entdo a aplicagio da operagio d/dx, a equagdo (52a) con-
duz finalmente a
(56) W +Ty)_,

0%g

Daqui se conclui que as nossas equagbes de campo para
a gravitagio implicam o cumprimento das leis de conser-
vagio da quantidade de movimento e da energia. Reconhe-
ceremos isso com a maior facilidade se retomarmos o racio-
cinio que nos conduziu de (49) a (49a), com a diferenca,
porém, de que agora teremos de tomar, em vez das com-
ponentes #° da energia do campo gravitico, as componentes
da energia total da matéria e campo gravitico.

§ 18. A lei da impulsdo-energia para a matéria considerada
como consequéncia das equagies de campo

Multiplicando (53) por dg*/dx;, obtém-se, com o método
introduzido no § 15, e tendo em conta o anulamento de
2,98 9)

0Xg
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a equagio o

&) it

O confronto com (41b) mostra que esta equagio, com
a escolha de coordenadas que adoptimos, outra coisa nio é
sendo a expressio do anulamento da divergéncia do tensor
formado pelas componentes energéticas da matéria. Do ponto
de vista fisico, a presenca do segundo termo do ptimeiro
membro mostra que em rigor a lei da conservagio da quan-
tidade de movimento e energia nio ¢ vilida quando se con-
sidera a matéria s6, ou antes, s6 é vilida nesse caso desde
que os g sejam constantes, isto &, desde que se desvanegam
as intensidades de campo da gravitagdo. Este segundo termo
exprime, consoante as coordenadas, ou a quantidade de
movimento que € transferida do campo gravitico para a maté-
ria, por cada unidade de volume, ou a energia que € trans-
ferida por cada unidade de tempo. Isto ressalta com maior
clareza ainda se, por sugestio de (41), escrevermos (57)
na forma

oT?:
573 ] @
(37a) = .

Assim escrito, o segundo membro exprime o efeito energé-
tico do campo- gravitico sobre a matéria,

Em face do exposto, vemos que as equagdes de campo
da gravitagio contém quatro condigBes, is quais o processo
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material tem que satisfazer simultineamente. Tais condigdes
determinam completamente as equagbes que regem O pro-
cesso, caso ele possa ser caracterizado por quatro equagdes
diferenciais mutuamente independentes *.

D. Os processos «materiais»

Os instrumentos matemdticos desenvolvidos em B pro-
porcionam-nos a possibilidade de, sem ter de recorrer a outros
meios, proceder a um alargamento dos enunciados das leis
fisicas da matéria (hidrodindmica, electrodinimica de Maxwell)
— tal como s#o formulados na teoria da relatividade especial —
com o fim de os adaptar 2 teoria da relatividade geral. Com
essa adaptagio, o que se vai obter nio é uma nova limitagio
de possibilidades imposta pelo principio da relatividade geral,
mas sim um conhecimento exacto da influéncia que o campo
gravitico exerce sobre todos os processos, e isto independen-
temente da introdugio de qualquer nova hipétese.

Por o problema deste modo implica que nio se introdu-
zam como necessirias hipSteses concretas a respeito da natu-
reza fisica da matéria (tomada no seu sentido restrito). Pode
em particular ficar em aberto a questdo de se saber se as teo-
rias dos campos electromagnético e gravitico formam ou no,
no seu conjunto, uma base suficiente para a teoria da maté-
ria. O postulado da relatividade geral nada pode, em prin-
cipio, ensinar-nos a este respeito. Serd o desenvolvimento
da teoria que hi-de revelar se as doutrinas electromagné-
tica e da gravitagdo serdo capazes de realizar, em conjunto,
aquilo que a primeira nfo foi capaz de realizar sdzinha.

*  Sobre este assunto consulte D. Hilbert, Nachr. d. K. Gesellsch.
d. Wiss. zu Géttingen, Math.-phys. Klasse, 1915, pég. 3.
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§ 19. Egquagies de Euler para fluidos adiabdticos desprovidos
de atrito

Sejam p e ¢ dois escalares, ao primeiro dos quais chama-
remos «pression e ao segundo «densidade» de um fluido;
e suponhamos que eles estdo relacionados por uma equagio.
Suponhamos ainda que o tensor contravariante da energia
do fluido é o tensor simétrico contravariante

dx, dxa

Tap=_ «ff
(58) & P+P ds ds

Corresponde-lhe o tensor covariante

' d: dx
(582) Tyv=t —guvd + Ly ::‘ 88 d"‘ R
assim como o tensor misto *

" dxp dx
(58b) T®=—3%p +£.p d;B .

Introduzindo o segundo membro de (58b) em (57a), obtém-se
as equagoes hidrodinidmicas de Euler da teoria da relatividade
geral. Estas equagdes ddo, em principio, uma solugdo com-
pleta a0 problema do movimento; porque as quatro equa-
goes (57a), conjuntamente com a equagio dada entre p e p
e ainda com a equagdo

g dx, dxg 1
A

* Para um obsetvador que seja arrastado no movimento e que,
no infinitamente pequeno, utilize, no sentido da relatividade especial,
um sistema de referéncia, a densidade de energia 7} é igual a p — p.
E aqui que assenta a definigdo de p. Deste modo ¢ nio é constante para
um fluido incompressivel.
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sdo suficientes, dados os g,g, para determinar as 6 incognitas

dx, dx, dx, dx,

P’P’dr’ ds > ds ’ ds

Se os guy forem também desconhecidos, serd necessirio lan-
gar ainda mio das equagdes (53). Como estas s3o em niimero
de 11 e as funcdes Zuv 30 56 10, parece A primeira vista haver
superabundincia de condigbes, mas hd que ter em conta
que as equagdes (57a) estdo j4 incluidas entre as (53), de modo
que estas, no sistema, representam apenas 7 equagdes inde-
pendentes. O que resta, pois, é uma indeterminagio, que ¢é
alids bem ficil justificar: é que a larga liberdade de que se
dispde para escolher as coordenadas introduz no problema
um tal grau de indeterminagio matemdtica, que se torna
possivel escolher arbitrariamente trés das fungbes espa-
ciais *,

$§ 20. Eguagies electromagnéticas de Maxwell para o vagio

Sejam ¢, as componentes de um quadrivector covariante,
o quadrivector do potencial electromagnético. Seguindo (36),
formemos com elas as componentes Fy; do sextivector cova-
riante do campo electromagnético, mediante o sistema de
equagoes

0% 0%¢
(59) Fw o t)-"o_ 0% ’
* Renunciando 2 escolha de coordenadas obrigada 2 g = — 1

ficam guatro fungdes espaciais disponiveis para a liberdade de escolha,
correspondentes 3s quatro fungdes arbitrrias de que se pode dispor
livtemente para estabelecer as coordenadas.
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O sistema (59) implica que seja satisfeito o sistema

I, By . Gy
0%t + 0% + 0%g

(60) =0,

cujo primeiro membro é, em conformidade com (37), um ten-
sor anti-simétrico de terceira ordem. O sistema (60) &, por-
tanto, formado essencialmente por quatro equagdes, que
se explicitam do modo seguinte:

0Fn+ 0F3, <t 3Fu=0

()-’ﬁ d-"z 0%3
0Fy . 0F, 0Fn _ ¢
(603) 6*. B d"a + d-’ﬁ

0Fy , 0Fy | 0Fy _
0%y i 0%, i 0% e
0Fy | 0Fy |, 0Fy _
dxa + dx. + d-"g £

Este sistema de equagdes corresponde ao segundo sis-
tema de equagdes de Maxwell. Isso reconhece-se imediata-
mente pondo

F23 = bx Fig=¢e,
(61) F3; =, Fyy=ve,
Fi2=), Fyg=ce,

Poderemos entdo, empregando a notagio habitual da ani-
lise vectorial de trés dimensdes, escrever em vez de (60a)

dh —
(60b) -o—’+tot¢_0
divh=0.

O primeiro sistema de Maxwell obtém-se por generali-
zagio- da forma dada por Minkowski. Introduziremos para
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isso o seguinte sextivector contravariante correspondente
a Fg3

(62) Fe = ghag'd Fg

e igualmente o quadrivector contravariante /i da densidade
de corrente eléctrica no vazio. Em vista de (40), o seguinte
sistema de equagdes é entdo invariante para substituigdes
arbitririas que tenham determinante igual a 1 (em conformi-
dade com a escolha de coordenadas que resolvemos adoptar):

oFw
©) I — e

Pondo, com efeito,

Fu3 =1y, F14 — — ¢!,
(64) F31 = 5; F24 — ¢,
F12 — [,; F34=—¢,

grandezas que, no caso patticular da teoria da relatividade
especial, sZo iguais a f), ... ¢,, € além disso

=1 ]2=iy’ =i, ]4=Pr

obtém-se, em vez de (63),

‘0¥
(63a) ot Jf = S ik
div e’ = ¢.

As equagdes (60), (62) e (63) constituem, assim, a gene-
ralizagio das equagdes de campo de Maxwell para o vazio
e com a convengio que adoptimos para a escolha das coor-
denadas.
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As componentes de energia do campo electromagnético. Fot-
memos o produto interno

(65) XczFop.]l'--

Em notacdo tridimensional as suas componentes expri-
mir-se-i0, em conformidade com (61), do modo seguinte:

X1 = pex =+ [i’ ﬁ]x

@ 00 | eeemesessdes

%, € um quadrivector covariante cujas componentes sio
iguais 4 quantidade de movimento negativa, ou 2 energia
que, por unidade de tempo, ou de volume, respectivamente,
sdo transferidas das massas eléctricas para o campo electro-
magnético. Se as massas eléctricas forem livres, isto é, se
nio estiverem sujeitas sendo 2 influéncia do campo electro-
magnético, entdo o quadrivector covariante x torna-se nulo.

Para obtermos as componentes de energia 7" do campo
clectromagnético nio temos mais que dar 2 equagio x, =0
a forma da equagio (57). De (63) e (65) resulta directamente
o Fw _ ];Q_ (ng_FW)—FW?i&L

xe = Fy
’ 5 0xy Xy 0xy

O ultimo termo consente, em virtude de (60), a transformagio

Fuv 0~ % dFol"' F(‘-v d W %guzgva Faﬁ _—aFy.v s
0%g

C)xv dxa

podendo ainda a ultima expressdo, por razdes de simetria,
ser escrita na forma

[gp.a vBF Al d W + gheg wpoab 0 aﬂ FI‘-“]
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4 qual podemos ainda dar a forma

1 9 1 v
— 7 3y @88 FuFy) + 7 Fag d:G (gh2g"®).

O primeiro destes termos escreve-se abreviadamente

1 9 X
T, T T

o segundo dd, depois de se efectuar a diferenciagio e de algu-
mas transformagdes

— & FUTFy, g% %

Reunindo os trés termos calculados, obtém-se a relagio

0T, 1 PY:
(66) X, = dx: — g™ dx‘:v - gl onde
(66a) T% =—FuF" + 5 3} F3F,

Em virtude de (30), a equagio (66) é equivalente a (57)
ou a (572) quando x_ se reduz a zero. Os I sio por isso
as componentes de energia do campo -electromagnético.
Com o auxilio de (61) e (64) mostra-se ficilmente que estas
componentes conduzem 2s bem conhecidas expressdes de
Maxwell-Poynting no caso da teoria da relatividade especial.

Até agora fizemos a dedugdo das leis gerais a que obe-
decem a matéria e o campo gravitico utilizando sempre
um sistema de coordenadas para o qual Y — g = 1. Conse-
guimos assim considerdvel simplificagio nas férmulas e cil-
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culos, sem deixar de satisfazer 2 exigéncia da covaridncia
geral: e isto porque foi a partir de equagbes de covaridncia
geral que, por particularizagdo do sistema de coordenadas,
encontrdmos as nossas equagdes.

Nizo deixa de ter interesse formal a questio de se saber
se, sem essa particularizagio de coordenadas, mas com uma
defini¢io correspondentemente mais geral para as compo-
nentes energéticas do campo gravitico e da matéria, nio teriam
validade leis de conservagio com a forma da equagio (56),
bem como equagdes de campo da gravitagio do género das
equacdes (52) ou (52a), de tal modo que no primeiro mem-
bro figurasse uma divergéncia (no significado habitual) e no
segundo membro a soma das componentes energéticas da
matéria e da gravitagdo. Eu cheguei efectivamente 4 conclu-
sdo de que a resposta ¢ afirmativa para os dois casos. Julgo,
porém, que n3o tem interesse apresentar uma exposigio
mais ampla dessas minhas reflexdes sobre o assunto, visto
que nada de verdadeiramente novo brota delas.

§ 21. A teoria de Newton como uma primeira aproximagio

Como j4 temos dito diversas vezes, a teoria da relativi-
dade especial caracteriza-se, como caso particular da teoria
geral, pelo facto de os gyy fomarem os valores constantes (4).
Mas, como também j4 foi dito atrds, tomar tais valores signi-
fica desprezar inteiramente os efeitos da gravidade. Situar-
-nos-emos mais perto da realidade se admitirmos que os guy
tém valores diferentes de (4), sendo porém os respectivos
desvios de tal modo pequenos (em confronto com 1)
que se podem desprezar as grandezas de grau igual ou supe-
rior a 2 que se formem com eles. (Primeiro ponto de vista
da aproximagio.)
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Além desta hipétese sobre os valores dos guy, vamos
admitir mais o seguinte: que no dominio espago-temporal
considerado os gy tendem para os valores (4) quando as coor-
denadas de espago tendem para o infinito, desde que a escolha
das coordenadas se faga de modo adequado: o que equivale
a dizer que os campos de gravidade que se vdo considerar
serdo exclusivamente campos criados por matéria situada no
dominio do finito.

Pode dizer-se que ¢ destas aproxxmagoes que vai resul-
tar a teoria de Newton; mas, para chegar a ela, ¢ ainda neces-
sirio introduzir um segundo ponto de vista no método apro-
ximado de manipulagio das equagdes fundamentais.

Consideremos o movimento de um ponto material
segundo (46). No caso da teoria da relatividade especial
as componentes

podem tomar quaisquer valores; o que. significa ser possivel
qualquer velocidade

dx1 a'x.2>'1 (dxs 2

\/ dx4 a'.>:4 + dxd)
contanto que seja inferior 2 velocidade da luz no vazio
(» < 1). Se nos limitarmos, porém, ao caso de v ser pequena

em confronto com a velocidade da luz—e é esse o caso
quase exclusivo da experiéncia — entdo as componentes

dx, dxy”  dx,
ds > ds ? ds
deverio ser tratadas como quantidades pequenas, ao passo

que dx4/ds se deve considerar, até 2 segunda ordem de gran-
deza, igual a 1. (Segundo ponto de vista da aproximagio.)
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Notemos agora que, segundo o primeiro ponto de vista
da aproximagdo, as grandezas I‘:“ sio todas quantidades
pequenas, de primeira ordem pelo menos. Basta entio olhar
para (46) para reconhecer que, em obediéncia ao segundo
ponto de vista da aproximagio, sé sdo de considerar os ter-
mos para os quais p. = v = 4. Procedendo assim, as equa-
goes (46) simplificam-se, convertendo-se nas seguintes (que
representam o que resta quando nos limitamos aos termos
de ordem mais baixa):

d’x
d"l

= I'f,,

onde se tomou ds = dx4 = dt. Se igora, no cilculo dos | [
conservarmos apenas os termos que, segundo o primeiro
ponto de vista da aproximagio, sio de primeira ordem,
as equagOes anteriores reduzir-se-do as seguintes

"i S
dix, 44
2t L4

Se, além disso, admitirmos que o campo de gravidade é
quase-estitico, limitando-nos assim a considerar casos em
que a matéria geradora do campo sé lentamente se pode
mover (em confronto com a velocidade de propagagio da
luz), entio no cilculo dos segundos membros das ultimas
equagdes poderemos desprezar derivadas em ordem ao tempo
perante as derivadas em ordem as coordenadas de posigdo.
Restard entdo

d¥x . 1 9¢
(67). =TTk (=123
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Estas equagbes sio as do movimento do ponto material na
teoria de Newton, desempenhando g44/2 o papel do poten-
cial de gravidade. O que hi de notivel neste resultado &
o facto de bastar a componente g44 do tensor fundamental
para determinar, em primeira aproximagio, o movimento
do ponto material.

Passemos agora 3s equagdes de campo (53).

Aqui hé que ter em conta que o tensor energia da «maté-
ria», considerada em sentido lato, é determinado quase exclu-
sivamente pela densidade p da matéria considerada em sen-
tido estrito, isto é, pelo segundo termo do segundo membro
de (58) [ou (58a), para o tensor covariante, ou (58b), para
o misto]. Dentro da aproximagio que nos interessa, todas
as suas componentes se reduzem a zero excepto T4q =p = T.

Quanto ao primeiro membro de (53), deve notar-se que
o seu segundo termo é uma quantidade pequena de segunda
ordem; e que o primeiro di, dentro da aproximgio que
nos interessa, ’

w1+ 58]+ S8 1-E L]

o que dé4, tomando p = v =4 e desprezando derivadas em
ordem ao tempo

(S g ey S

1
7 (55 + 55 + )= — e
A quarta das equagdes (53) d4 pois
(68) ‘ Agy=np-

As equagdes (67) e (68) sio, em conjunto, equivalentes 2 lei
newtoniana da gravitagio.
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Dessas equagdes [(67) e (68)] resulta, para o potencial
gravitico, a expressio

(682) e [,

8n r

enquanto que a teoria de Newton d4, para a unidade de tempo
que escolhemos,
K ods

¢? r’

onde K representa a constante 6,7 . 10--8, habitualmente deno-
minada constante de gravitagio. Confrontando as duas expres-
sOes, vem

(69) x=2K_ 1,87.10-7,

§ 22.  Comportamento de réguas e reldgios no campo de gravi-
dade estdtico. Curvatura dos raios de lug. Movimento do
periélio das drbitas dos planetas

Para chegarmos a teoria de Newton como primeira
aproximagio, apenas tivemos necessidade de calcular gg4
entre as 10 componentes gy, do campo gravitico, por ser
ela a Gnica dessas componentes que entra na equagio (67),
primeira aproximacio da equagio do movimento do ponto
material. Mas daqui jd se deixa ver que hd ainda outras com-
ponentes entre 0s gyuy cujos valores se devem desviar em
primeifa aproximagio dos valores dados em (4): porque
tal desvio é exigido pela condigio g= —1.

[208]



Se o ponto material gerador do campo se encontra situado
na origem do sistema de coordenadas, obtém-se, em primeira
aproximagio, a seguinte solugio de simetria radial

6 qu
gpo=—0p—a —5 (pecentre 1e3)
(70) 8 =8,=0 (pentre 1 ¢ 3)
a
gu=1—"

r

tendo dy; o valor 1 ou o valor 0, consoante for, respecti-
vamente p = g ou p # ¢; e sendo r a grandeza

P e e |
Em vista de (68a),
(708) a=2M

se designarmos por M a massa que gera o campo. E ficil
verificar que esta solugdo satisfaz em primeira 2proximagio
as equagbes de campo (no exterior da massa).

Vamos agora investigar a influéncia que o campo da
massa M exerce sobre as propriedades métricas do espago.
Continua a ser vilida a relagdo

ds2 = gyydxy dxy

que existe entre os comprimentos e tempos medidos «local-
mente», ds, de um lado, e as diferencas de coordenadas,
dxy, do outro.

Se uma régua unidade estiver, por exemplo, colocada

em posigio «paralelan a0 eixo x, tomaremos ds2 = —1;
dxz = dx; = dx4 = 0,
e serid portanto —1 =g dx;2.
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Se a régua unidade estiver assente no eixo do x, verifica-se,
além da relagio anterior, ainda a seguinte, dada pela pri-
meira das equagdes (70)

&n = -—(1 = i:—)

Destas duas relagoes resulta, com o rigor da primeira apro-
ximagio,

M) de=1—2,

Vé-se assim que a régua unidade, quando est4 colocada radial-
mente no campo gravitico, apresenta em relagio ao sistema
de coordenadas, em consequéncia da existéncia do campo,
um encurtamento, cujo valor é o que acabimos de encontrar.

De um modo anilogo se pode obter o comprimento
da régua expresso nas coordenadas, quando ela estiver colo-
cada em direcgdo tangencial. Pondo, por exemplo,

ds2=—1; dxj=dxy;=4dx4=0; x=r,x=x3=0,
resulta
(71a) —1=g3; dx32 = —dx32,

0 que mostra que o campo de gravidade do ponto material
nio tem qualquer influéncia sobre o comprimento da régua
quando esta é colocada em posi¢io tangencial.

Conclui-se entio que a geometria euclidiana deixa de ser
vilida, mesmo em primeira aproximagio, no campo da gra-
vidade, se quisermos continuar a considerar a mesma régua,
independentemente da sua localizagio ou orientagio, como
materializagio de um mesmo segmento de recta. No entanto,
basta olhar para (70a) ou para (69) para reconhecer que os des-
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vios que se podem esperar- em relagdo a essa geometria sdo
demasiado pequenos para poderem ser revelados por medi-
¢oes feitas na superficie da Terra.

Investiguemos agora o ritmo de funcionamento de um
relégio unidade que se encontra em repouso num campo gra-
vitico estitico. Para um periodo de funcionamento do rel6-

gio tem-se
dl‘=1; dx1=dx2=dx3=0.

E portanto
1 = g4q dxq2;
1 1 gi—1 .
dx = e—_—_—= ___:1— i oulo
¢ ‘/gu ‘/1 +(g4s_1) 2 )
72) dac4=1+i['ﬂ’_’.
8n,) r

O relégio funciona, pois, com maior lentidio quando est4
colocado na proximidade de massas ponderiveis. Daqui
resulta que as riscas espectrais da luz que nos chega da super-
ficie de grandes astros devem apresentar-se desviadas para
o extremo vermelho do espectro *.

Vamos ainda fazer o estudo da marcha dos raios lumi-
nosos no campo gravitico estitico. Segundo a teoria da
relatividade especial a velocidade da luz é dada pela equagio

——dxf——-dx%—dxg + dxi =0
e, entio, segundo a teoria da relatividade geral seri dada
pela equagio
(73) d.fz:gy_y dX‘LdX'v= 0.

* Segundo E. Freundlich, hé observagdes espectrais sobre
cstrelas fixas de certos tipos que testemunham a existéncia dum efeito
deste género. No entanto, estd ainda por encontrar uma prova defini-
tiva desta consequéncia.
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Se for dada a direcgiio, isto &, a razdo dx; : dx; : dx;, a equa-

¢do (73) di as quantidades

ey
dx"

e, portanto, a velocidade

dx,
dx,

dx

a
>

&

4

dx,\ 2 dx,\? dx,\? _
\/(i;) g (z;;) + (a;) 7
definida no sentido da geometria euclidiana. Reconhece-se
facilmente que a marcha dos raios de luz em relagdo ao sis-

tema de coordenadas tem de

ser curvilinea quando os guy

nio forem constantes. Se # for uma direcgio perpendicular

a direcgio de propagagio da

o

luz, o principio de Huyghens
mostra que o raio de luz
[considerado no plano (y, 7)]
oY 11).

Vamos procurar determinar
a curvatura que um raio de
luz adquire quando passa 2 dis-
tincia A de uma massa M. Se
escolhermos o sistema de coor-
denadas em conformidade com

tem a curvatura —

o esquema 20 lado, a deflexdo total B do raio de luz (consi-
derada positiva quando a concavidade ficar voltada para a
origem) é dada com suficiente aproximagio por



Efectuando o cilculo do integral, chega-se a 13).

xM
2=

2a
(74) B=2_

>3

Um raio de luz que passe préximo do Sol sofre, deste
modo, uma deflexdo de 1,7, e um raio que passe junto de
Jupiter sofre uma deflexio de uns 0,02”.

Se calcularmos o campo gravitico com uma aproximagio
maior, e se, com rigor correspondente, calcularmos também
o movimento planetirio de um ponto material cuja massa
se possa considerar, em valor relativo, infinitamente pequena,
-encontraremos, em relagio as leis de Kepler-Newton referen-
tes aos movimentos planetirios, um desvio que se traduz
no seguinte: a Orbita eliptica do planeta efectua, no sentido
do movimento de revolugio do planeta, uma lenta rotagio,
cujo valor angular por revolugdo é o seguinte:

2

a

Nesta foérmula, 2 designa o semieixo maior, ¢ o habitual
valor da velocidade da luz, ¢ a excentricidade, T o tempo
de revolugio em segundos *.

Para a rotagdo da orbita do planeta Mercirio o cilculo
d4 um valor de 43” por século, em correspondéncia exacta
com os resultados dos astrénomos (Leverrier): estes, com.
efeito, tinham reconhecido haver no movimento do periélio
de Mercirio uma parte que n3o podia ser atribuida a pertur-
bagdes causadas por outros planetas, e que essa parte tinha
o valor que acabimos de indicar.

* Para o célculoA deve o leitor consultar os artigos originais:
A. Einstein, Sitzungsber. d. PreuB, Akad. d. Wiss. 1915, pig. 831;
K. Schwarzschild, Sitzungsber. d. PreuBB. Akad. d. Wiss. 1916, pdg. 189.
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Notas do Tradutor

1) O primeiro termo, gl’-";—i&, é transformado em
v

9 (g ay)— 498
0%y 0%y

2) No texto alemdo figura na terceira parcela g¥ em vez de g™

3) A redugio ¢é feita depois de o referido terceiro termo sofrer”
uma transformagio aniloga 4 mencionada na nota (1).

4) Depois de multiplicado por gh?* g

5) No texto alemio aparece R E“_ em vez de B* ;o» Certamente
por lapso.

6) Neste caso, portanto, o tensor de Ricmann nio deve reduzir-se
a zcfo, de contrério haveria a possibilidade de tal transformagio, como
se explicou no § 12.

7) . No fim do § 12.

. 8) Estas equagdes («de Euler») constituem, como mostra o cél-
culo das variagdes, condigio necessiria e suficientc de estacionaridade
do integral que figura em (47a). )

9) Em virtude de (29) ¢ de Y/ —g = 1.

10) O potencial gravitico ¢ dado por (68a) e também por 3«/2
adicionado de qualquer constante (neste caso — 1/2). .

' 11) Entende-se aqui por «curvatura» o ingulo de deflexio por
unidade de percurso (vcja o artigo precedente «Sobre a influéncia da
gravidade na propagagio da luz», § 4).

12) Para este cilculo, depois de substituir em (73) os valores dos
varios guv dados por (70) e de introduzir 7% na expressio obtida, hi que
tomar dx,fdx, =0, ¢ que desprezar, por muito pequenos, termos em
que entra a derivada dx[dx .

13) Para a integragio convém a mudanga de vériavel x, = A fgo.
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O PRINCIPIO DE HAMILTON
E A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL *

H. A. Lorentz e D. Hilbert conseguiram recentemente **
dar A teoria da relatividade geral uma forma particularmente
acessivel, porquanto fizeram derivar as respectivas equagdes
unicamente de um principio de variagdo. Assim se vai fazer
também no presente artigo. O objectivo que tenho em vista,
20 escrevé-lo, é estabelecer as relagdes fundamentais com
a maior limpidez possivel ¢ com toda a generalidade que
o ponto de vista da relatividade geral permitir. Evitarei
em especial, na medida do possivel, introduzir hipéteses
particulares referentes 4 constituigio da matéria, em contraste
principalmente com a exposigio de Hilbert. Por outro lado,
e a0 contririo do que sucedeu no meu ultimo trabalho sobre
este assunto, a escolha do sistema de coordenadas ficard
aqui inteiramente livre.

§ 1. O principio de variagdo ¢ as equagies de campo da gravita-
¢do e da matéria

Fagamos, como habitualmente, a descrigio do campo
gravitico por meio do tensor dos guy *** e a descrigio da

* Reproduzido das «Sitzungsberichten der PreuBischen Akad. d.
Wissenschaften 1916.

**  Quatro artigos de H. A. Lorentz nas «Publikationen d. Koninkl.
Akad. van Wetensch. te Amsterdamy», volumes correspondentes a 1915
e 1916, D. Hilbert, «Gétt. Nachr.», 1915, caderno 3.

*** O caricter tensorial dos &y ndo scrd por agora utilizado.
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matéria (campo electromagnético inclusive) por meio de
um certo nimero de fungdes de espago-tempo ¢(p), cujo
caricter tedrico de invaridncia ndo é para nds relevante.
Seja ainda § uma fungio dos

v w(_ dg¥ wv( _ 0%
el (= ) e s ’

- 0%g 0%z

¢ ainda dos

_ 34(9))
7@)67@%<“'dxa :

O principio de variagio

) 6{f@d1}=0

fornece-nos entio tantas equagdes diferenciais quantas forem
as fungdes guy € ¢(p) a determinar, desde que se estipule que
as grandezas g’ e ¢() sd0 sujeitas a variagdes independentes
umas das outras, e por tal forma que todos os dg(p), 0g*" €
03guy
0%g
Vamos agora admitir que § ¢ linear nos gg:, nZo depen-

se desvanegam nos limites da integragio.

dendo os coeficientes dos gi": sendo dos gt’. Entio podere-
mos substituir o principio de variagio (1) por outro para
nés mais comodo. Com efeito, uma integragio parcial ade-
quada conduz-nos a '

@ [9dc=[@eds+F

onde F designa um integral sobre a fronteira do dominio
considerado, e onde as grandezas §)o sio ainda fungdes dos
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g%, gi"", 9(¢)» 9(s) > mas ndo ja dos gf:‘: . De (2) resulta entio,
para variagdes nas condigdes indicadas,

©) 5{fﬁdr}=6{f.60dr}, 1)

0 quec permite substituir o nosso principio de variagio (1)
pelo seguinte, que é mais cémodo

(1a) 6{_[@0111}:0;

Efectuando o cilculo da variagio segundo os g’ e segundo
0s g(p), obtém-se as seguintes equagdes, como equagdes de
campo da gravitagio e da matéria *.

@ )=t
) df‘a( e> 3‘1?9;

§ 2. Existéncia do campo gravitico considerada independentemente
da existéncia de matéria 2)

Se nio se fizerem hipéteses especiais sobre o modo por
que § depende dos g%, g, g7, 4(¢), 4(¢)a, as componentes de
energia nio poderdo ser decompostas numa patrte correspon-
dente a0 campo gravitico e noutra correspondente 2 matéria.

*  Para abreviar, omitem-se nas férmulas os sinais de soma.
Sempre que um fndice ocorra duas vezes num termo, deve entender-se

0 [09e
que se efectua soma sobre ele. Assim, em (4), —y | repre-

2 dx g™’
senta o termo 2 d <ds > ’ *
v
- 0%q gs
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Para introduzir esta propriedade na teoria, vamos fazer a
hipétese de que

(©) $=6+M,

onde @ depende s6 dos g"’, g%, g, e M s6 dos g*" 4G)
(o) As equagdes (4) e (5) 3) tomario entio a forma

L(m->_ 08 _ M

@ 0%\ ) 9aw  og®
o [IM\_ oM

8 By AR _q

® 0%a ("%e)«) 94(p) 0

Nestas equagdes @e designa uma grandeza que tem com @
a mesma relagio que Qe tinha com §.

Deve ter-se em atengdo que as equagdes (8) ou as (5)
teriam de ser substituidas por outras, se quiséssemos conside-
rar o caso de M, ou §, respectivamente, dependerem de deri-
vadas dos g(;) de ordem superior 2 primeira. Seria ainda de
considerar o caso de os ¢(;) ndo serem independentes uns dos
outros, mas sim ligados entre si por determinadas equagdes
de condigiio. Mas esses casos nio terdo interesse para a expo-
si¢io que se vai fazer, a qual se baseia apenas nas equagdes (7),
que foram obtidas por variagio do nosso integral em relagio:
aos gW'.

§ 3. Propriedades das equagies de campo da gravitagdo que
resultam da invariincia tedrica

Vamos agora introduzir a premissa de que
(9) dfz = gp,v d‘x @ dx v

¢ um invariante. Esta premissa fixa o caricter da transfor-
magio.dos gyy. Quanto ao caricter da transformagio dos ¢(p),
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que fazem a descrigio da matéria, ndo estabeleceremos qual-

quer hipétese. Admitiremos, porém, que as fungdes H = _5_,
V—e&
assim como G = 9 e M= o sdo invariantes em rela-

V—e —1

¢do a quaisquer substituigGes de c‘f)ordenadas de espago-tempo.
Destas premissas deriva a covaridncia geral das equagdes
(7) e (8) deduzidas de (1) 4). E resulta também que G deve
ser igual (a menos de um factor constante) a0 escalar do ten-
sor de curvatura de Riemann; e isto porque nio hd nenhum
outro invariante que possua as propriedades exigidas para
G *. Com isto fica também completamente determinado &e
e, portanto, o primeiro membro da equagio de campo (7) **,

Do postulado da relatividade geral derivam certas pro-
priedades da fungio B que vamos deduzir. Para esse efeito,
efectuemos uma transformagio infinitesimal das coordenadas,
tomando

(10) X=x+ ox,

onde os A x, sio fungdes infinitamente pequenas das coor-
denadas, arbitririamente escolhidas; e os x; sio as coor-
denadas, no novo sistema, do ponto de universo cujas coor-
denadas no sistema original sio x,. Do mesmo modo que

) * E aqui que reside o motivo por que a postulagio da relativi-
dade geral conduz a uma teoria da gravitagio inteiramente determinada.
** Efectuando a integragio parcial obtém-se

o -v=eee [{5} {5} {5} )
Notar que o escalar do tensor do curvatura de Riemann ¢ g By, sendo
Bw( -8 vv) dado pela férmula (43) do artigo da presente obra «Os fun-
- damentos da teoria da Relatividade Geral (N. T.).
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para as coordenadas, também para qualquer outra grandeza ¢
tem validade uma lei de transformagio do tipo

=4+ Ad,

podendo A ¢ exprimir-se sempre por meio dos A x,. Da
propriedade de covaridncia dos g deduzem-se ficilmente
para os g’ e para os g:" as leis de transformagio S5)

08Xy va ‘)Axl‘-

(11) Lgh = ghe +2

Xz ()xa
. _o(Agw) -, 00%
(2 Ags“' T 9% ‘: 0%s

Como ®e s6 depende dos gt e dos &, é possivel cal-
cular A @ e com o auxilio de (11) e (12) 6) Obtém-se assim
as equagoes 7)

Y 0AX, 20(3' vdAxt
V——g) e gxy dgl"" g 0%y %g

(13) V—gA(

onde, para abreviar, se tomou

a9 sp=2200 0w 4 2,?‘33 £+ @0 3 — S50 g

Destas duas equagdes resultam duas consequéncias, que sio
importantes para o que se vai seguir.

Sabe-se que Vl_ ¢ invariante em relagio a quaisquer
—&
substituicdes; —Gé, porém, nio o é. Mas é ficil provar
—&
que esta ultima grandeza é invariante em relagio a substi-
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tuigBes /ineares das coordenadas. Resulta daqui que o segundo
Pax,
0%y0X g

reduzam a zero. Sendo assim, e deve verificar a identidade

(15) L

membro de (13) se deve anular sempre que todos os e

Se agora escolhermos os A x, de tal modo que eles s6
sejam diferentes de zero no interior de um dado dominio,
desvanecendo-se, porém, na vizinhanga infinitesimal da fron-
teira desse dominio, entio o valor do integral de fronteira
que aparece na equagio (2) nio serd modificado pela trans-
formagio que estamos a considerar pelo que

A(F)=0
e portanto * A{f@d1‘}= A [f@'d‘r}.

O primeiro membro desta equagio deve, porém, ser nulo,

visto que tanto %_ como { — gdt sdo invariantes. Sendo
—&

assim, também o segundo membro se reduzird a zero. Aten-

dendo a (13), (14) e (15) 8) obteremos entdo directamente

a equagio

08 p.vquxad =0
(16) fdgg"g 0%y0%4 B ’

Se transformarmos esta equagio, procedendo a uma dupla
integragio por - partes, obtetemos a seguinte identidade,
atendendo a que os A x_  podem ser escolhidos arbitraria-
mente 9):

9' (9B ~
& =0.
17 FrTy <dngguv>

* Introduzindo as grandezas @ ¢ @e em vez de § e Deo.
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Das duas identidades (16) e (17), que s3o provenientes
Vl__; , isto &, do postulado da relatividade

geral, vamos agora deduzir algumas consequéncias.

Comecemos por transformar as equagdes de campo da
gravitagdo, (7), efectuando o seu produto misto por gh?.
Obtém-se entdo (permutando os indices o ¢ v) as seguintes
equagdes, equivalentes as equagdes (7)

da invaridncia de

d 00' v
onde se tomou
19 =— j’%g“'
S 0@ (T3] 0@ v> ( v 0@. p,¢>.
@) t, (a Eida 5ot Be .~ g s

Esta tltima expressfo de t_ justifica-se com (14) e (15). Dife-
renciando (18) em ordem a x, e somando sobre v obtém-se,
em vista de (17), '

0 v
@n o (Bg t8)=
Esta equagio (21) exprime a conservagio da quantidade de
movimento ¢ da energia 19). Aos T’ daremos o nome de com-

ponentes da energia da matéria, e a0s t’ o de componentes
da energia do campo gravitico.

Das equagdes de campo da gravitagio, (7), resulta, mul-
tiplicando por g¥ e somando sobre 1. e v, e ainda atendendo
a (20)




ou, atendendo a (19 e (21)

zv

onde os ¥,y representam as grandezas g, 2;. Temos assim
4 equagdes as quais as componentes da energia da matéria
tém de satisfazer.

E de pdr em realce que as leis de conservagio (21) e (22)
(que gozam de covaridncia geral) tenham sido estabelecidas
Anicamente com as equagdes de campo da gravitagio (7) em
combinagio com o postulado da covariincia (relatividade)
geral, sem se ter recorrido 4s equagSes de campo (8) refe-
rentes a20s processos materiais.

Notas do Tradutor

1) A hipétese de linearidade permite representar § por uma soma

da forma q:fv 5‘: + ¢. A aplicagio da integragio por partes d4

fﬁdr—f_ d'r fgs'vallﬂ'df-}-fqdr,
d"p

O primeiro integral do segundo membro é transformével em integral de
fronteira (F) pelo teorema de Gauss. O segundo integral é independente

dos g:; porque os coeficientes ¢ s6 dependem dos g,
2) No texto alemio, o titulo deste parigrafo é «Sonderexistenz

des Gravitationsfeldes».
3) No texto alemio «(4a)» em vez de «(5)», por lapso.

%) Sendo y/—gds = {/—gdv ¢ também [Qdt = [HY—gdz =
=fHV—g’dr’ =f@’dr’

5) Parte-se de W = g=
ex, =%+ AX,

6) No texto alemio: (13) e (14), por lapso.

=B dxp, ()

¢ poe-se g¥ = gt¥ | A g¥
0%, d"B
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L] G.
7) Parte-se de A @° = A gt %g% + A 8‘:" z_gl—‘j, substituem-se
4

A g“v [ Agg'v pelas suas expressdes (11) e (12), e toma-se

i 3 -
V—m(—@:>= AG—_gelV—2
‘/_g —g ’
AV —g= 1__°8p.v.g.Agll-V
2y/—2
(Cf. form. (28) do art. «Fundamentos da Relatividade Geral» da pre-
00 xg

sente obra); e ainda g,y A gW = 2 8; [em vista de (11)].

8) O texto alemio indica, por lapso, (14), (15), (16).

9) Cada uma das integragdes por partes faz aparecer um integral
que ¢ transformivel, pelo teorema de Gauss, em integral de fronteira,
Os dois integrais de fronteira sio nulos, em virtude da condigio imposta
aos A xy.

10) Ou da «impulsio-energian.
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CONSIDERAGOES COSMOLOGICAS SOBRE
A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL *

E bem sabido que ndo basta associar a equagio diferen-
cial de Poisson

(1) Lp=4rKp

a4 equagio do movimento do ponto material para se obter
um substituto completo para a teoria de acgdo a distincia
de Newton: é ainda necessirio fazer intervir a condigio de
o potencial ¢ tender para um valor limite fixo no infinito
espacial. Pois também na teoria da gravitagio da relativi-
dade geral acontece uma coisa andloga: se quisermos con-
siderar o universo com extensio espacial infinita, teremos
de juntar 2s equagdes diferenciais condigdes nos limites para
o infinito espacial. ‘

Quando tratei o problema dos planetas escolhi essas
condigdes nos limites sob a forma da hipétese seguinte:
é possivel escolher um sistema de referéncia de tal modo que
os potenciais de gravitagio g,y se tornem constantes no infi-
nito espacial. Ndo €, porém, de modo nenhum evidente
«a priori» que seja legitimo estabelecer essas mesmas condi-

* Extraido das «Sitzungsberichten der PreuBischen Akad. d.
Wissenschaften 1917».
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¢des de limite quando forem maiores as extensdes do mundo
astral consideradas. Vou apresentar nas péginas seguintes
as reflexdes que até agora fiz sobre esta importante questio
de principio. '

§ 1. A teoria de Newton

Como € bem sabido, a condigio de limites newtoniana,
que atribui 2 ¢ um limite constante no infinito espacial,
leva a considerar a densidade da matéria nula no infinito.
Imaginemos, com efeito, que existe no espago universal
um local (centro) em relagdo ao qual o campo gravitico da
matéria, apreciado em larga escala, possua simetria esférica.
Resulta entdo da equagio de Poisson que a densidade média p
deve tender para zero mais ripidamente que 71,-, quando
aumenta a distincia 7 20 centro, a fim de que ¢ possa tender
para um limite no infinito *.

Neste sentido, o universo segundo Newton é finito,
ainda cfuc a sua massa total possa ser infinitamente grande.

Daqui resulta, como consequéncia imediata, que uma parte
da radiagio emitida pelos corpos celestes abandonari o uni-
verso («Weltsystem») de Newton, afastando-se dele radial-
mente, para se perder, ineficaz, no infinito. Pergunta-se: nio
poderi essa fuga verificar-se também para os préprios corpos
celestes? E dificil negar tal possibilidade. Com efeito, a pre-
missa da existéncia de um limite finito para ¢ no infinito
espacial implica a possibilidade de um corpo celeste dotado
de uma quantidade finita de energia cinética alcangar o infi-

* & a densidade média da matéria, estabelecida para um espago
que é grande em confronto com a distdncia entre estrelas vizinhas, mas
¢é pequeno em comparagio com as dimensdes da totalidade do sistema
estelar.

[226]



nito espacial, ultrapassando a barreira que lhe opdem as for-
¢as newtonianas de atracgio. Segundo a mecinica estatis-
tica, ocorréncias destas deverio surgir uma vez por outra,
enquanto no sistema estelar houver uma energia global
suficiente para poder assegurar, quando totalmente trans-
ferida para um mesmo corpo celeste, uma viagem deste para
o infinito, isto é, uma viagem sem regresso.

Poderfamos tentar escapar a esta singular dificuldade
mediante a atribui¢do de valor muito elevado ao limite para
que tende o potencial no infinito. Este caminho seria prati-
cdvel se nio houvesse um condicionamento para o curso
do potencial através dos corpos celestes: a ocorréncia de
diferengas de potencial aprecidveis no campo gravitico tem,
na verdade, de ser considerada em contradigio com os fac-
tos. Bem ao contrério, a tais diferengas de potencial teremos
de atribuir uma ordem de grandeza muito pequena, se qui-
sermos que as velocidades estelares deduzidas delas nio exce-
dam as que efectivamente se observam.

Se aplicarmos as estrelas a lei de distribui¢io de Boltzmann,
vélida para as moléculas gasosas, comparando para esse
efeito o sistema estelar a um gds em que o movimento tér-
mico seja estacionirio, concluiremos que o sistema estelar
ndo pode existir de forma nenhuma. Com efeito, 4 diferenca
de potencial finita existente entre o ponto central e o infinito
espacial corresponde, para as densidades, uma razio finita 1)
e, sendo assim, o desvanecimento da densidade no infinito
implicaria o desvanecimento da densidade no centro.

Mal se entrevé maneira de resolver tais dificuldades
sobre as bases da teoria de Newton. Poderd entio pergun-
tar-se se nio haverd maneira de as remover modificando
a teoria de Newton. Vamos comegar por indicar para isso
um caminho que, nio pretendendo ser um verdadeiro método,
servird, no entanto, de introdugfo ao que se vai seguir.
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Em vez da equagio de Poisson, tomemos a seguinte
2) Lp—Lg=4nKp,

onde ) designa uma constante universal. Se for p, a den-
sidade (uniforme) de uma distribui¢io de massas, entdo

3 ' P=—=709

serd uma solugio da equagio (2). Admitamos que seria esta
a solugdo do problema se 2 matéria das estrelas se distribuisse
uniformemente pelo espago com uma densidade p;, € atri-
buamos a p, um valor igual a0 da densidade média da dis-
tribuigio real da matéria no universo. Uma tal solugio cor-
responde a uma expansio até ao infinito do espago central
uniformemente cheio de matéria. Imaginemos agora que
a distribuigdo da matéria se apresenta localmente n3o uniforme,
mantendo-se, porém, o anterior valor da densidade média
de distribuiggo. Vird entio sobrepdr-se ao valor constante ¢
da equagio (3) um ¢ adicional que, na proximidade de mas-
sas mais densas, se assemelhari tanto mais a um campo
newtoniano, quanto mais pequeno for 19 em confronto com
4nKp 2).

Um universo constituido desta maneira nio teria um cen-
tro relativamente a0 campo gravitico. Deixaria de ter cabi-
mento a hipétese de uma densidade a decrescer para o infinito
espacial: pelo contririo, manter-se-iam constantes até ao infi-
nito tanto o potencial médio como a densidade média. O con-
flito que verificimos existir entre a teoria de Newton e a
mecinica estatistica ndo existe aqui. A matéria estd em equi-
librio para uma certa densidade (extremamente pequena),
nio sendo necessiria a intervengio de forgas interiores (pres-
sbes) na matéria, para manter tal equilibrio. ‘
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§ 2. As condigies nos limites segundo a teoria da relatividade
geral

Nos pardgrafos seguintes vou levar o leitor pelo cami-
nho um tanto indirecto e tortuoso que eu préprio percorti,
pois s6 assim poderei esperar interesse da sua parte para
o resultado final. Trouxe-me esse caminho A opiniZo de que
as equagdes de campo que até agora tenho proposto pata
a gravitagio carecem ainda de uma pequena modificagio,
destinada a remover, na base da teoria da relatividade geral,
as dificuldades de principio que, no parigrafo anterior,
apontimos para a teoria de Newton. Essa modificagio
corresponde inteiramente 2 passagem da equagio (1) para
a equagio (2) do mesmo parigrafo. Chegar-se-i dessa
maneira i conclusio de que as condigbes nos limites para
o infinito espacial deixam completamente de ter cabimento,
porquanto o continuo universal terd de ser considerado,
quanto i sua extensio espacial, como um continuo fechado
em si préprio, tendo um volume espacial (tridimensional)
finito.

A opinifo que até hi pouco tempo mantive acerca das
condigdes nos limites a estabelecer para o infinito espacial
assentava nas reflexGes que vou apresentar.

"'Numa teoria de relatividade consequente nio pode exis-
tir inércia em relagdo ao «espago», mas sdbmente inércia das mas-
sas em relagdo umas as outras. Portanto, se eu colocar uma massa
a uma distdncia espacial suficientemente grande de todas
as outras massas do Universo, a sua inércia deveri desvane-
cer-se. Vamos procurar formular matematicamente esta con-
digdo.

Segundo a teoria da relatividade geral, a quantidade
de movimento (negativa) é dada pelas trés primeiras com-
ponentes e a energia pela dltima componente do tensor
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covariante multiplicado por V —g 3)

“ mV—g ‘gg‘M s
onde, como sempre,
(S) d52=.gy_ydx“dxv.

No caso de especial evidéncia em que o sistema de coor-
denadas pode ser escolhido por forma que o campo gravi-
tico tenha isotropia espacial, tem-se, mais simplesmente,

ds2 = — A(dx} + dx} + dx3}) + Bdxj.
Se for ainda
V—g=1=VA3B,
obtém-se de (4), em primeira aproximagio, para as compo-
nentes da quantidade de movimento

A dx A dx, ’”Adx;1

VB de, VB dx, VB dx,

e para a energia (no caso do repouso)
mVB.

Das express()es da quantidade de movimento resulta
uma constante que caracteriza o ponto material sem depen-
der da sua posigio, esta Gltima expressio s6 poderd desva-
necer-se, mantendo-se no infinito espacial a condigio imposta
ao determinante 4), se A tender para zero e B crescer inde-
finidamente. Uma tal degenerescéncia dos coeficientes guy

apresenta-se, deste modo, como uma exigéncia do postulado
de que toda a inércia € relativa. A mesma exigéncia implica

que 7 —— desempcnha o papel da massa inerte. Como = ¢
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também que a energia potencial 7 VB se torna infinitamente
grande no infinito. Sendo assim, um ponto material nio poderd
nunca abandonar o sistema; e uma investigagio mais deta-
lhada mostra que o mesmo se passa com os raios de luz.
Com este comportamento do potencial gravitico no infi-
nito, um sistema de universo ndo estaria, pois, exposto ao
perigo de despovoamento apresentado pela teoria de Newton
como anteriormente se referiu.

Fago notar que as hipéteses simplificadoras sobre os poten-
ciais de gravitagio que pusemos na base destas consideragdes
foram introduzidas pelo simples motivo de clareza: pode-se
encontrar uma formulagdo geral para o comportamento dos
guv no infinito capaz de exprimir o essencial da questdo, sem
necessidade de mais hipéteses limitativas.

Chegado a este ponto, pus-me a investigar, com a ami-
vel colaboragio do matemitico J. Grommer, a existéncia de
campos graviticos estiticos, dotados de centro de simetria,
e satisfazendo 3 condigio de se desvanecerem no infinito, do
modo que se indicou. Tomando os potenciais graviticos g,
calculou-se com eles, com base nas equagdes de campo da
gravitagdo, o tensor energia da matéria 7'yy. Chegou-se,
porém, por ai, 2 conclusio de que, para o sistema das estre-
las fixas, ndo sio de admitir tais condigdes nos limites, como
também recentemente o astrénomo De Sitter pds, e muito
bem, em relevo.

Com efeito, o tensor contravariante de energia da maté-
ria ponderdvel, 7%, é dado por

dxy
df’

dx
T =g

onde p representa a medida natural da densidade da matéria.
Escolhendo convenientemente o sistema de coordenadas,
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as velocidades das estrelas apresentar-se-do muito pequenas
em confronto com a velocidade da luz. Sendo assim, ds pode
substituir-se por / ga4 dx4. Por aqui se v& que todas as com-
ponentes de 7 devem ser muito pequenas em confronto
com a ultima, 744, Esta condigdo, porém, nio pode conci-
liar-se com as condigdes nos limites que foram adoptadas.
Aligs, este resultado nfo tem nada de surpreendente. O facto
_de as velocidades das estrelas serem pequenas leva a concluir
que em parte nenhuma em que haja estrelas fixas o potencial
gravitico (no nosso caso V' B) pode ser muito maior do que
nesta regiio do universo em que nos encontramos: isto
depreende-se de consideragdes estatisticas, exactamente como
10 caso da teoria de Newton. Em qualquer caso, os nossos
cdlculos levaram-me 4 convicgio de que nio ¢ legitimo pos-
tular condigdes de degenerescéncia dos &yy 0O infinito espa-
cial tais como as que foram indicadas.

Chegada assim a insucesso a nossa tentativa, abrem-se-nos
agora duas possibilidades:

@) Postular, como no problema dos planetas, que,
mediante uma escolha conveniente do sistema de referén-
cia, os 8yy 1O infinito espacial se aproximam dos valores:

—1 0 0 0
0 —1 0 0
0 0 —1 0
0 0 0 1

b) Abster-se completamente de estabelecer para o infi-
nito espacial condigdes nos limites que pretendam ter vali-
dade geral: dar, sim, para cada caso particular, os valores
especiais assumidos pelos g, na fronteira espacial do domi-
nio considerado, 4 semelhanga do que até agora se costu-
mava fazer para as condigdes iniciais de tempo.
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A possibilidade 4) ndo corresponde a uma resolugio
do problema, mas, pelo contririo, a uma renincia a tal reso-
lugdo. E nesta posigio, impossivel de atacar, que De Sitter
se coloca actualmente *. Devo confessar, porém, que para
mim ¢ dificil, nesta questdio de principio, aceitar uma tal
capitulagdo. Teria primeiro que me convencer da inutili-
dade de todo o esforgo que se faga para alcangar uma concepgio
satisfatoria,

A possibilidade 4) ndo satisfaz por virias razdes. Em pri-
meiro lugar, estas condigdes nos limites pressupdem uma deter-
minada escolha de sistema de referéncia, e isso repugna ao
espirito do principio da relatividade. Em segundo lugar,
com esta concepgio renunciamos a entrar em conta com
a relatividade da inércia. Com efeito, a inércia de um ponto
material de massa », em valor natural, depende dos 8y ostes,
porém, s6 em pouco diferem dos valores postulados para
o infinito espacial. Sendo assim, a inércia seria de facto influen-
ciada, mas ndo condicionada, pela matéria (presente no espago
finito). Ainda que s6 existisse um tinico ponto material, segundo
esta maneira de ver as coisas, ele teria, mesmo assim, inércia, e,
na verdade, uma inércia quase tdo grande como aquela que
possui no nosso universc real, isto é, quando se encontra
rodeado de todas as restantes massas presentes nesse universo.
Finalmente, hd que opor a esta concepgio aquelas objecgdes
estatisticas que atrds se apresentaram para a teoria de Newton.

Como se depreende do que ficou dito, nio consegui
chegar a estabelecer condigées nos limites para o infinito
espacial. No entanto, existe ainda uma outra possibilidade
sem ser aquela que nos faz cair na renincia indicada, mencio-
nada em b). Com efeito, se fosse possivel considerar o uni-
vetso como um continuo fechado nas suas dimensies espaciais,

*  De Sitter, Akad. van Wetensch. te Amsterdam, 8 Nov. 1916.
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entdo nio haveria nenhuma necessidade de condi¢des nos
limites do género das que se tém referido. No que se vai
seguir, mostraremos que tanto o postulado da relatividade
geral como também o facto de as velocidades das estrelas
serem pequenas sdo concilidveis com essa hipétese de o uni-
verso ser, na sua totalidade, espacialmente fechado. No
entanto, para podermos desenvolver esta ideia, teremos pri-
meiro que fazer uma modificagio nas equagdes de campo
da gravitagdo, que as vai torpar mais gerais.

$ 3. O universo espacialmente fechado com matéria wniforme-
mente distribuida

O caricter métrico (curvatura) do continuo quadrimen-
sional espago-tempo é determinado em cada ponto, segundo
a teoria de relatividade geral, pela matéria que af se encon-
tra e pelo estado dessa matéria. A estrutura métrica deste
continuo nZo pode entdo deixar de ser extremamente com-
plexa, dada a irregularidade com que a matéria se distribui.
Se essa estrutura, porém, apenas nos interessar «grosso modoy,
entio ser-nos-4 permitido imaginar que a distribuigdo da
matéria se faz uniformente sobre espagos enormes, de tal
modo que a densidade de distribuigdo se apresenta como
uma grandeza de variagio extremamente lenta. Vamos assim
proceder um pouco 4 maneira dos geodesistas, que tomam
um elipséide como aproximagio da forma da Terra, sendo
embora esta, no seu pormenor, tio complicada.

O facto mais importante que a observagio nos fornece
acerca da distribuigio da matéria é o de serem muito peque-
nas as velocidades das estrelas em relagdo 2 velocidade da luz.
Julgo, por isso, que poderemos comegar por pdr na base
dos nossos raciocinios a seguinte hipétese aproximativa:
existe um sistema de coordenadas em relagio a6 qual a maté-
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ria se pode considerar permanentemente em repouso. Em rela-
¢do a tal sistema, o tensor contravariante de energia da maté-
ria TH terd entdo, de acordo com (5), a forma simples

0 0 0 0
0 0 0 0
© 0 0 0 0
0 0 0 P

O escalar p da densidade de distribuigio (média) pode,
«a priorin, ser uma fungio das coordenadas espaciais. Admi-
tindo, porém, que o universo se fecha sobre si préprio,
torna-se plausivel a hipétese de p ser independente do local:
admitiremos isso no que se vai seguir.

Pelo que se refere ao campo gravitico, resulta da equagio
do ponto material

dix, [aﬂ} dxy dxg 0
T & &

v

que um ponto material s6 pode permanecer em repouso
num campo gravitico estitico se gq44 for independente do
local 5). Como, além disso, pressupomos que todas as gran-
dezas sio independentes da coordenada tempo x4 , poderemos
impbr 3 solugo procurada que seja, para todos os xy,

™ ‘ gas=1.

Deveri ainda tomar-se, como para todos os problemas
estéticos, '

®) ‘ Z1a=204=g3=0.

Falta agora determinar aquelas componentes do potencial
gravitico que definem o comportamento puramente geomé-
trico-espacial do nosso continuo (g1, g125 ..., £33). Da nossa
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premissa sobre a uniformidade de distribuigdo das massas
que geram o campo resulta que a curvatura do espago métrico
procurado deve ser constante. Para tal distribuigio de massas
deve, pois, o pretendido continuo dos xy, X, x3, para x4
constante, ser um espago esférico.

Poderemos chegar a um tal espago empregando, por
exemplo, o seguinte processo. Partimos de um espago eucli-
diano quadridimensional, &4, £2, £3, £4, com o elemento
de linha do, sendo portanto

) do2 = dE$ + dE] + 3 + 43,
Neste csp;zgo consideramos a hipersuperficie
(10) R =Ef +E3 +E3+EL,

onde R designa uma constante. Os pontos desta hipersuperfi-
cie formam um continuo tridimensional, um espago esfé-
rico de raio de curvatura R.

O espago quadridimensional euclidiano de que parti-
mos serve sdmente para fazer de maneira cémoda a defini-
¢io da nossa hipersuperficie. Os pontos 6) que nos interes-
sam s3o somente os pontos desta hipersuperficie, a qual apre-
senta as propriedades métricas que o espago fisico deve pos-
suir quando a distribuigio da matéria for uniforme. Para
a desctigio deste continuo tridimensional podemos utilizar
as coordenadas £q, £z, £3 (projecgdo sobre o hiperplano
t4=0), pois que £4 pode ser expresso em fungio. de
¢ 1, B2, £3 por meio de (10). Eliminando &4 de (9), obtém-se,
para o elemento de linha do espago esférico, a expressio

dd’z = 'hndgp.dav

(1) v
Yw=10w + RE"_Epz ,
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onde dyy=1se p =v,6w=0,sep;£v;ep2=’:',,2 452 453,
As coordenadas escolhidas sio cémodas quando se trata de
estudar a vizinhanga de um dos dois pontos § ; = £, =£3 = 0.

Agora também o elemento de linha do universo espago-
-temporal de quatro dimensdes que estamos procurando nos
fica dado 7). Para os potenciais gy, cujos indices diferem
ambos de 4, teremos de pdr, como é evidente

_ x,, %y
12) P (aw +FW>.

Esta equagio, combinada com (7) e (8), determina inteira-
mente o comportamento de réguas, relégios e raios de luz
no universo quadrimensional considerado.

§ 4. Acerca de um termo suplementar a adicionar as equagies
de campo da gravitagdo

As equagbes que propus como equagdes de campo da
gravitagio s3o as seguintes, para um sistema de coordenadas
de escolha arbitréria 8)

Gy.v =—% (Tp,v—“—;—gy,v T)

ay . | ==+ 5}
A V—_g_{u' dlgV—¢
dxudxv a 0%y

Ora este sistema (13) ndo € satisfeito, de forma nenhuma,
pela substituigdo dos &y pelos valores dados em (7), (8) e (12)
e do tensor (contravariante) da energia da matéria pelos valo-
res dados em (6): isso depreende-se de um célculo que se pode
efectuar do modo simples indicado no parigrafo seguinte.
Sendo assim, se fosse certo que as tinicas equagdes de campo
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compativeis com o postulado da relatividade geral eram
as equagdes (13) que até agora tenho utilizado, entdo nfo pode--
riamos deixar de concluir que a teoria de relatividade ndo ¢
concilidvel com a hipétese de um universo espacialmente
fechado.

Porém, o sistema. (13) 9) admite uma natural extensdo,
que o concilia com o postulado da relatividade e que ¢ intei-
ramente andlogo a0 que, com a equag#o (2), se deu 4 equagio
de Poisson. Com efeito, podemos adicionar ao primeiro mem-
bro da equagio de campo (13) o tensor fundamental Sy multi-
plicado por uma constante universal — ) provisoriamente
desconhecida, sem que isso v4 prejudicar a covaridncia geral;
e entdo, em vez da referida equagio (13), teremos a seguinte:

(132.) Gy.v")‘gp.v= '—K(Ty.v—%‘gy.v T)

Para valores suficientemente pequenos de ), esta equagio
estd também de acordo, em todos os casos, com os dados da
observagio no sistema solar. E também respeita as leis de
conservagio da quantidade de movimeénto e da energia: com
efeito, chega-se a (13a), em vez de se chegar a (13), quando no
principio de Hamilton — que garante a validade das leis de
conservagio —se introduz um escalar formado com o escalar
de Riemann por adigio de uma constante universal. A con-
cordincia de (13a) com as nossas premissas sobre campo e
matéria vai ser demonstrado em seguida.

§ 5. Célewlo e resultado

Como todos os pontos do nosso continuo sio equiva-
lentes, basta efectuar o célculo para wm s ponto, por exemplo
para um dos dois pontos que tém as coordenadas x; = x, =
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=x3=x4=0. Entdo, em (13a) deveremos dar aos g,y
os valores

—1 0 0 0
0 —1 0 0
0 0 —1 0
0 0 0 1

onde quer que eles nio aparegam diferenciados, ou apare-
¢am como tal uma sé vez. Obtém-se entdo
0 [w d [wr 0 [w] | 2lgy =z
G“"a—x.[l] T 5?,[2] * d‘x‘a[SJ T ko
Atendendo a (7), (8) e (13) verifica-se facilmente 10) que

todas as equagdes (13a) sdo satisfeitas se se verificarem as duas
relagGes

_._+A=—_._..’ — -.:—--i-’— ou
14 =22 1.

A constante universal A agora introduzida determina, como
se vé, tanto a densidade média de distribuigio p que pode
subsistir em equilibrio, como também o raio R do espago
esférico e o seu volume 272R3 1),

Segundo esta concepgdo, a massa total do universo, M,
é finita, sendo o seu valor

R- V 32%?
15 M=p.2m2R3 =42 —=Y""__,

Estas consideragdes levam-nos a conceber tedricamente
o universo real como um espago curvo, de curvatura varii-
vel no espago e no tempo, de acordo com a densidade de
distribuigdo da matéria, susceptivel porém, quando consi-
derado em larga ‘escala, de ser tomado como um espago esfé-
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rico. Esta concepgio tem, pelo menos, a vantagem de ser
logicamente irrepreensivel, e de ser aquela que melhor se cinge
a0 ponto de vista da teoria da relatividade geral; se ela ¢ ou
n3o compatlvei com os conhecimentos astronémicos actuais
é questio que ndo discutiremos aqui. E certo que, para con-
seguir que esta concepgdo ficasse livre de contradigdes,
tivemos de proceder a uma nova modificagio ampliativa das
equagdes de campo da gravitagdo. Deve, porém, acentuar-se
que, mesmo que n3o se introduza o termo adicional nas
equagdes de campo, se chega ainda 2 concluso de um espago
com curvatura positiva: aquele termo apenas nos é neces-
sirio para tornar possivel uma distribuicdo quase estitica
da matéria, tal como deve corresponder ao facto de serem
pequenas as velocidades das estrelas.

Notas do Tradutor

1) Den=mnye— ¢/ KT tesulta que a ¢’ — ¢ finito corresponde
njn’ finito. ’

2) «Na proximidade de massas mais densas» a densidade local
é superior 2 densidade média. Seja p, o respectivo excesso. Entio o adi-
cional ¢, deve satisfazera Ag, — Ap, = 47Kp, ¢ portantoa Ag, = 4w Kp,
no caso de ser \p, € 47Ky, . Isto mostra o comportamento de ¢, como
potencial newtoniano.

3) O tensor (contravariante) dx,/ds é o quadrivector velocidade.
Corresponde-lhe o tensor covariante g, , %. A multiplicagio pory/—g

(baseada na invaridncia de ‘/—-—_g dt) di a respectiva «densidade ten-

4) Entenda-se: condigio \/—g =1,

dx, dx, dx.

5) Estandoopontocmrepouso,tcm—se-?-‘_’—=_47’-=73.=0,
donde ds? = g, dx}. Das- equagdes de movimento resulta entio
8" [‘(;] = 0. Sendo o campo estitico, todas as derivadas em or-
demAnx‘seriodulu,eemioasﬁkimequ@u umphﬁcam—oe em

2" si‘; = 0. Daqui sai, imediatamente, a afirmagio do texto.
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6) Entenda-se: pontos do espago quadridimensional.

7) Visto que para essc universo ds® = dx}—ryy,y dxy dxy,
(wsv = 1, 2, 3). Cf. «The Meaning of Relativity», Einstein, ed. Methuen,
1955, pag. 99.

8) As equagdes de campo na auséncia de «matéria» sio as equa-
¢des (47) do artigo «Os fundamentos da teoria da relatividade' geral»
da presente obra. Em vista de (44), do mesmo artigo, essas equagdes
podem escrever-se na forma Buy = 0, V=g = 1. Se, porém, se pres-
cindir da condigdo \/ —g =1 entdo serd Sy 7= 0 ¢ as equagdes anteriores
serdo substituidas por Bpy + Suv = 0. Intervindo matéria, o segundo
membro deixard de ser nulo —equagdes (53) do referido artigo — e
chegaremos entdo as equagdes (13) do texto supra.

9) No texto alemio (14).

10) Para fazer esta verificagio parte-se da métrica d® = — 4,2 +
+ dx}, determinam-se com ela os 8y [expressdes (12)], as respectivas
primeiras e segundas derivadas, e as correspondentes expressdes dos sim-
bolos de Christoffel ¢ da segunda derivada que aparecem na expressio
de Guv. Tendo em conta os valores particulares dos g,,, e suas derivadas
nos pontos x, = X, = x; = 0, o primeiro membro de (13a) é representé-
vel por uma matriz cujos elementos sio todos nulos, excepto a,, = ay, =
=ayu=—2/R*+\ ea,=—1 O segun‘do membro de (13a) d4 por
sua vez uma matriz cujos elementos sio todos nulos excepto by, = by, =
=by=by=— %"9 Equacionando as duas matrizes obtém-se
as condigdes (14). (Cf. «Albert Einstein, Théorie de la Relativité, trad.
Solovine», Paris, Hermann ed., 1933, pig. 104.)

11) Para chegar a esta expressio do volume convém intro-
duzir coordenadas esféricas na expressio de ds? o que conduz a
dV = a® sen® y,sen0dy, d0 d¢ cuja integragio entre 0-w, O-m, 0-27 d4
a férmula do texto. (Cf. Landau, Th. du Champ, ed. La Paix, pég. 439.)
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OS CAMPOS DE GRAVIDADE
DESEMPENHARAO UM PAPEL ESSENCIAL
NA CONSTITUICAO DAS PARTICULAS
ELEMENTARES DA MATERIA? *

Nem a teoria de Newton nem a teoria relativista da gra-
vitagdo trouxeram até agora qualquer progresso i teoria da
constituigdo da matéria. Pois vai-se mostrar neste artigo que
hé razGes para pensar que as particulas fundamentais das
estruturas eléctricas que formam os itomos se mantém uni-
das por forgas de gravidade.

§ 1. Defeitos da concepgdo actual

Tém os tedricos feito grandes esforgos para a criagio de
uma teoria explicativa do equilibrio da electricidade que
constitui o electrdio. G. Mie, em especial, dedicou a esta
questio um estudo profundo. A sua teoria, que encontrou
grande aceitagio entre os fisicos, baseia-se essencialmente na
introdugio de termos suplementares no tensor-energia. Esses
termos, dependentes das componentes do potencial electro-
dindmico, vdo-se adicionar aos termos de energia da teoria
do campo clectromagnético de Maxwell-Lorentz. No vazio,
tais termos ndo se fazem notar de modo aprecidvel, mas no

* Reproduzido das «Sitzungsberichten der PreuBischen Akad. d.
Wissenschaften» 1919.

[243]



interior das particulas eléctricas elementares sio eles que
determinam o equilibrio contra as forgas de repulsio. Por
muito bela que seja esta teoria na estrutura formal que lhe
deram Mie, Hilbert e Weyl, os seus resultados fisicos sdo,
porém, até agora, muito pouco satisfatérios: por um lado é
desencorajante o grande nimero de possibilidades que ela
deixa em aberto; por outro lado, ainda se n3o conseguiu
fazer a introdugdo dos referidos termos adicionais de um modo
suficientemente simples para que a solugio se pudesse con-
siderar aceitével.

A teoria da relatividade geral, até ao presente momento,
em nada modificou este estado da questdo. Prescindindo do
termo adicional cosmolégico, as equagdes de campo dessa
teoria tém a forma ' '

1) Ry—LgaR=—2Ty,

onde (R,,) designa o tensor de curvatura de Riemann, depois
de se efectuar uma contracgio, (R) designa o escalar de cur-
vatura, que é obtido por meio de uma nova contracgio,
e (Ty) designa o tensor de energia da «matérian. Admite-se
aqui, seguindo o desenvolvimento histérico, que os T
ndo dependem das derivadas dos guy: pois estas grandezas
nio sio mais que as componentes da energia no sentido da
teoria da relatividade especial, na qual nio intervém gy varid-
veis. O segundo termo do primeiro membro da equagio é
escolhido por forma a conseguir-se que a divergéncia daquele
primeiro membro resulte idénticamente nula 1), pelo que
se obtém a partir de (1), tomando as divergéncias dos dois
membros 2),

' [
@ 4 L arT.=0,

0 Xg 2
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equagio que, no caso limite da teoria da relatividade espe-
cial, se transforma nas equagdes seguintes, que traduzem
completamente as leis de conservagio :

1
0% -

0 3).

E aqui que reside o fundamento fisico do segundo termo
do primeiro membro de (1). Que a esta passagem ao caso
limite em que os g,y s30 constantes se possa atribuir uma signi-
ficagdo € coisa que «a priori» se pode dizer nio estar de niodo
nenhum estabelecida: com efeito, se os campos de gravidade
desemipenhassem papel essencial na constituicio das parti-
culas de matéria, tal passagem ao limite deixaria de ser legi-
tima: porque, entio, a constincia dos gy, significaria preci-
samente a nio existéncia de particulas materiais. Portanto,
se quisermos encarar a possibilidade de a gravidade inter-
vir na constituigio dos campos que formam os corpusculos,
entio nio poderemos aceitar com seguranga a equagio (1).
Se introduzirmos em (1) as componentes de eﬁcrgia do
campo electromagnético ¢, segundo Maxwell-Lorentz,

©) To= 5 8nP2p9"8—0,,9,88%8,

obteremos, tomando as divergéncias e efectuando alguns
cdlculos *, a seguinte expressio para (2):

Q) Piz 3* =0,

* Ver, por exemplo, A. Einstein, Sitz.-Ber. Preuf. Akad. Wiss
1916, pigs. 187 ¢ 188.
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onde, para abreviar, pusemos

) OV —29,8%8® _ 9§ _ ge
d-"ﬂ dxﬂ ’

No cilculo utilizou-se o segundo sistema de equagdes de
Mazxwell

: l)?p,v 0%vp 0?“1.__
© Ty S S,

De (4) depreende-se que a densidade de corrente (Jz) se deve
desvanecer em todos os pontos do espago («iiberally). Sendo
assim, ¢ como hi muito tempd ¢ sabido, nio poderemos
com a equagio (1) chegar a uma teoria do electrio, se nos limi-
tarmos a fazer intervir as componentes electromagnéticas
da energia da teoria de Maxwell-Lorentz.

A aceitagio de (1) langa-nos, pois, no caminho da
teoria de Mie *.

Mas nido € s6 o problema da matéria que nos suscita
dividas sobre a equagdo (1): é também o problema cosmo-
légico. Como j4 mostrei num trabalho anterior, a teoria da
relatividade geral requer que o universo seja espacialmente
fechado, mas esta concepgio exige uma extensdo da equa-
¢io (1), mediante a introdugio de uma nova constante uni-
versal ), estritamente condicionada pela massa total do uni-
verso ‘(e, correspondentemente, pela densidade de equili-
brio da matéria). Ora isto constitui grave defeito para a beleza
formal da teoria.

* Ver D. Hilbert, Gattinger Nachr, 20 Nov. 1915.
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§ 2. As equagtes de campo desembaracadas de escalares 4)

As dificuldades apontadas conseguem-se evitar se, no
lugar das equagdes de campo (1), se escreverem as equagdes
‘de campo

(1a) Ry—58uR=—nTy,

quando (7) tiver o significado de tensor de energia do campo
electromagnético dado por (3). :

A justificagio formal do factor (— ) no segundo termo
desta equagio esti em que, por virtude dele, o escalar do
primeiro membro

&% (Ryx— + g R)

se torna idénticamente nulo, do mesmo modo que, por
virtude de (3), se torna idénticamente nulo o escalar do
segundo membro:

&% Ty.

Se tivéssemos partido de (1), em vez de termos partido de (1a),
terfamos correspondentemente obtido a condigio R = 0, que
deveria ser cumprida em todos os pontos («iiberall») pelos
Zuy, independentemente do campo eléctrico. E claro que hi-de
ser o sistema [(1),-(3)] que hé-de arrastar como consequén-
cia o sistema [(1a), (3)] e ndo o contririo.

Poder-se-ia agora comegar por p6ér em divida que as
equagdes (1a), combinadas com (6), sejam suficientes para a
determinagio de todo o campo. Ora numa teoria de relativi-
dade geral s6 sdo necessdrias # — 4 equagdes diferenciais
mutuamente independentes para fazer a determinagio de »
varidveis independentes, visto que, em virtude da liberdade de
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escolha de coordenadas, na solugdio devem entrar quatro
fungdes inteiramente arbitririas de todas as coordenadas.
Sendo assim, serdo necessirias 12 equagbes independentes
uma das outras para fazer a determinagdo das 16 fungdes
guv € Quy. Ora, efectivamente 9 das equagdes (1a) e 3 das
- equagdes (6) sio independentes umas das outras.
Quando se forma a divergéncia de (1a) obtém-se, aten-
dendo a que a divergéncia de R,k—-;—g,,‘ R se desvanece,

oR

0%g

(4a) Pan® + 1SR =0,
Daqui resulta imediatamente ser constante o escalar de cur-
vatura nos dominios quadridimensionais em que se desva-
necer a densidade eléctrica. Se admitirmos haver conexdo
entre todas estas regiGes espaciais, de modo que a densi-
dade eléctrica s6 se apresente diferente de zero em fios de
universo separados uns dos outros, entio em todos os pon-
tos fora de tais fios o escalar de curvatura apresentard um valor
constante R, . Mas a equagio (4a) também nos leva a uma con-
clusio importante acerca do comportamento dos dominios
em que a densidade eléctrica se nio desvanece. Se conside-
rarmos, como ¢ habitual, a electricidade como uma densi-
dade de massas em movimento, pondo

3° dx
(7) j 0 = ‘/?g = PTH >
obteremos a partir de (4a), mediante multiplicagio interna
pot Jo, e tendo em conta a anti-simetria de guy, a relagio

0R dxg

O escalar de curvatura €, pois, constante sobre qualquer linha
de universo do movimento da electricidade. A equagio (4a)
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pode ser interpretada de modo intuitivo pelo seguinte enun-
ciado: o escalar de curvatura R desempenha o papel de
uma pressio negativa, que apresenta um valor constante Ry
no exterior dos corpusculos eléctricos; no interior de cada
corpusculo existe uma pressio negativa (R — Ry é que ¢
positivo), sendo o gradiente («Gefille») dessa pressio que
mantém o equilibrio das forgas electrodinimicas. O valor
minimo da pressdo e, portanto, o valor miximo do escalar
de curvatura no interior do corpiisculo nio varia com o tempo.

Escrevamos agora as equagbes de campo (1a) na forma

©) (Ru—52xR) ++8uRo=—x(Tu+7-gu[R—R0))-

Por outro lado, transformemos as primitivas equagdes de
campo providas de termo cosmolégico 5)

'le_lglk=—x(le_';‘glkT)'

Subtraindo-lhes a equagdo escalar multiplicada por -
obtém-se 6)

(Bye— 58k B) + gud=—x Ty

Ora o segundo membro desta equagdo desvanece-se nos
dominios em que s6 existam campo eléctrico e campo gra-
vitico. Nesses dominios obtém-se, formando o escalar,
—R+4)=0.

Em tais dominios o escalar de curvatura € pois constante

pelo que 1 se pode substituir por -1-:-‘1 . Podemos, por isso,
escrever as anteriores equagdes (1) na forma

(10) (B — 58w R) + 5 2u Ro=—»T.
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Comparando (9) com (10), verifica-se que as novas equagdes
de campo s6 diferem das anteriores pelo facto de nelas entrar
como tensor das «massas gravitatérias» a funcio do escalar
de curvatura

>
le+‘4;8!k[R_R0]

em substitui¢gdo de 7. Mas esta nova formulago tem, em
relagio A anterior, a grande vantagem de que a grandeza )
passa a intervir nas equagdes fundamentais da teoria como
constante de integragio e nio j4 como uma constante univer-
sal inerente 2 lei fundamental.

§ 3. Acerca da questdo cosmoldgica

O dltimo resultado deixa prever ji que na nossa nova
formulagio o universo pode ser considerado espacialmente
fechado, sem que para isso tenha que se introduzir uma hip6-
tese adicionzl. Vamos mostrar, como fizemos no trabalho
anterior, que, para uma dist:iimiqio uniforme da matéria,
um universo esférico é compativel com as equagdes.

Comecemos por por

(1) dt=—Y yudxdx, + dx2(, k= 1,2,3)

Se forem entdo Py, e P respectivamente o tensor de curva-
tura de segunda ordem e o escalar de curvatura no espago
tridimensional, teremos:

Ry =Py (ik=1,2, 3)

Riy=Ry=Ry=0
R=—P

_g= 7'
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Para o nosso caso, resulta entio
Ry— 78k R=Py—~yuP(i, k=1,2,3)
Ru—+guR=1P.

Daqui em diante poderemos seguir dois raciocinios.
Primeiro, vamos tomar como ponto de partida a equagio (1a).
Nesta equagio, 7 representa o tensor de energia do campo
electromagnético que é produzido pelas particulas eléctricas
constituintes da matéria. Para tal campo tem validade uni-

versal a relagio
TI+ T3+ T3+ Ti=0.

Os Tk individuais sio fungdes de posigio de variagio ripida;
mas na questio de que nos estamos ocupando poderemos,
sem divida, tomar em vez deles os seus valores médios.
Tomaremos entio

T!=32=%}=—; T4 = constante.

(12) .
Th=0 (para i # 4),

e portanto
1 zj

Tu=++Fyu;  Tu=-1.

* SV “T vy

Tomando em conta o que até agora se deduziu, obteremos,
em substituigio de (1a),

d e — Lo 28
(13) Plk_T)’lkP_ 3 Tk s
1 5 =%}
(14) TP_ ——T.



A equagio escalar correspondente a (13) coincide com (14).
E daqui que resulta admitirem as nossas equagdes fundamen-
tais um universo esférico. Com efeito, de (13) e (14) vem

4xx
s Pu+ 3 =0,
sistema que se sabe * ser satisfeito por um universo esfé-
rico (tridimensional).

Mas podemos também basear o nosso raciocinio nas
equagdes (9). No segundo membro de (9) encontram-se aque-
les termos que um critério fenomenolégico indica deverem
substituir-se pelo tensor energia da matéria. Substituamo-los
entio por

o 0 o0 o0
O 0 0 o0
o 0 0 o
0 0 0 B

onde p representa a densidade média da matéria. considerada
em repouso. Obtém-se assim as equagdes

(16) Plk""%?lkp—f%}’:kRo=0
an 3P+ Ro=—xp.

Com a equagio escalar correspondente a (16) e com a equa-
¢do (17) obtém-se '

(18) ' Ry=—3P=2xp

e portanto, de (16), -

(19) Py —xp7u=0,

* Cf. H. Weyl, «Raum, Zeit, Materie», § 33.
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equagio que coincide com (15), excepto na expressio dos
coeficientes. Por comparagio, vem

20) Ti=2eVr

Esta equagdo mostra que, da energia que constitui a maté-
ria, trés quartos pertencem ao campo electromagnético e
um quarto ao campo gravitico.

§ 4. Observagies finais

As considerages precedentes mostram a possibilidade
de se construir uma teoria da matéria sdbmente com os campos
gravitico e electromagnético, sem terem de se introduzir
hipotéticos termos adicionais, 2 maneira da teoria de Mie.
Esta possibilidade apresenta-se particularmente promissora,
na medida em que nos liberta da necessidade de introduzir
uma constante especial A para a resolugdo do problema
cosmolégico. Mas, por outro lado, traz consigo uma difi-
culdade, que ¢ a seguinte: a aplicagdo de (1) a0 caso estd-
tico de simetria esférica deixa-nos com uma equagio a menos
para a determinagio dos guy € guv, pelo que 0da e gualquer
distribuigdo de electricidade dotada de simetria esférica se mos-
tra capaz de permanecer em equilibrio. Assim, o problema
da constituigio dos quanta elementares nio pode ainda ser
resolvido tomando sdmente por base as equagdes de campo
que apresentimos.
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Notas do Tradutor

1) Ver a obra ji citada de Einstcin «The meaning of Relativity,
ed. Methuen, 5.2 cd., pig. 80 e scgs.: af se justifica a forma proposta
para a equagdo de campo (1) e se demonstra o desvanecimento da diver-
géncia do scu primeiro membro.

2) Chega-se ao primciro membro desta cquagio aplicando ao ten-
sor T a férmula (41b) do artigo «Os fundamentos da teoria da relativi-
dade geraly da presente obra. Essa férmula d4 o produto por V/—Tg da
divergéncia de um tensor simétrico de scgunda ordem. Introduzem-se

depois nela as densidades tensoriais \-”—Tg T? = i-,? c \/:_g Tor = Zo-

e ainda a notagio g% = M-
i o0xi

3) Sendo os g% constantes e \/——g =1, rcsulta imediatamente
esta cquagio. :

4) O titulo no texto alemio é: «Die skalarfreien Feldgleichungen».
Seria mais clara que a do texto a seguinte tradugdo: «Forma das equa-
¢oes de campo em que se tornam idénticamente nulos os escalares dos
dois membros».

5) Isto ¢, as equagdes (1) com o termo — X gy no primeiro membro,

6) A equagio escalar obtida da ultima equagio escrita (multi-
plicando-a por gfi e em seguida fazendo a contracgio p = £)é R — 4\ =
= xT. Multiplicando esta equagio por % g © efectuando a subtracgio

- referida chega-se ao resultado do texto.
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GRAVITAGCAO E ELECTRICIDADE *

Segundo Riemann ** a geometria assenta nos dois fac-
tos seguintes:

1. O espago é um continuo tridimensional e, portanto,
a multiplicidade formada pelos seus pontos pode ser des-
crita, de modo continuo, pelo sistema de valores de trés coor-
denadas xq1, X3, X3.

2. (Teorema de Pitdgoras.) O quadrado da distincia ds2
de dois pontos infinitamente préximos

(1) P=(x1,x2,x3)e P’ = (x1+dxy,x2+ dx3,x3 + dx3)

é (utilizando coordenadas arbitririas) uma forma quadritica
das coordenadas relativas dx;:

©) dsz = 3\ gy dy d (81 = &)+
ik

Podetemos exprimir este segundo facto de um modo abre-
viado dizendo: o espago é um continuo méfrico. Em inteira
conformidade com o espirito da moderna fisica dé acgdo

* Reproduzido das «Sitzungsberichten der PreuBischen Akad. d.
Wissenschaften» 1918. — Algumas notas de fundo de pagina adicio-

nadas pelo autor quando se fez esta reprodugdo vio assinaladas com
parénteses rectos.

** «Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde
liegen»; Math. Werke (2.8 edigdo, Leipzig, 1892) Nr. XII, pég. 282.
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proxima, estipularemos que o teorema de Pitigoras s6 ¥
vilido rigorosamente dentro de dominios infinitamente
pequenos.

A teoria da relatividade especial levou a considerar
0 fempo como uma quarta coordenada (x,), que se vem reu-
nir 3s trés coordenadas espaciais em pé de igualdade com elas,
de modo que o palco em que se desenrolam os acontecimentos
materiais — o smiverso («die Weltw) — é wum continuo métrico
quadridimensional. A forma quadritica (2) que define a métrica
do Universo ndo ¢ definida-positiva, como no caso da geome-
tria do espago tridimensional, mas sim de indice de inércia 3 1).
J4 Riemann manifestou a ideia de que a métrica deve ser con-
siderada como algo de real que, por exemplo nas forgas cen-
trifugas, se manifesta como um agente que estd exercendo
efeitos reais sobre a matéria; e de que, consequentemente, se
deve admitir que a matéria reage, por sua vez, sobre a métrica
a0 passo que até entio todos os gedémetras e fileséfos conce-
biam a métrica como algo que pertence 20 espago em si mesmo,
sem relagio com o seu conteido material. Foi sobre esta ideia,
cujo desenvolvimento nio era ainda possivel para Riemann,
que Einstein ergueu em nossos dias (sem a influéncia daquele)
o grandioso edificio da sua teoria da relatividade geral. Segundo
Einstein, também as manifestagdes da gravidade sio de atribuir
A métrica universal, sendo as leis que regem a actéiagio da
matéria sobre a métrica precisamente as leis da gravitagio:
os gy que figuram em (2) constituem as componentes do
potencial de gravitagio. Este potencial consiste assim numa
forma diferéncial guadrdtica invariante: ao passo que o0s
fenémenos electromagnéticos sio regidos por um quadripotencial
cujas componentes se reunem numa forma diferencial /inear
invariante Zzp,dx,. Até agora, porém, estes dois dominios
fenomenolégicos — gravitagio e electricidade — tém perma-
necido isolados 2o lado um do outro.
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De trabalhos recentes de Levi-Civita *, de Hessenberg **
e do autor *** resulta com toda a clareza que uma construgio
da geometria de Riemann feita de acordo com as leis da natu-
reza («naturgemiB») tem de tomar como alicerce o conceito
fundamental de deslocamento paralelo infinitesimal de um vec-
tor. Se P e Pe forem dois pontos quaisquer ligados por uma
curva, um vector dado em P pode ser deslocado paralelamente
a si mesmo de P para Pe 20 longo desta curva. Mas em geral
um tal transporte de P para Pe ndo € integrivel, isto é, o vec-
tor que chega a Pe depende do caminho ao longo do qual
se efectuou o deslocamento. S6 na geometria euclidiana
(«agravitica») € que essa integrabilidade se verifica.

Ora na geometria de Riemann que acima caracterizimos
subsiste como residuo um ultimo elemento da geometria
a distincia, nio havendo, a meu ver, motivo de peso que o jus-
fique: a sua origem parece dever-se encontrar no facto, aci-
dental, de essa geometria ter sido construida a partir da teoria
das superficies. Com efeito, a forma quadritica (2) nio s6
nos permite comparar, quanto ao seu comprimento, dois vec-
tores no mesmo ponto, como ainda dois vectores em quais-
quer dois pontos, afastados um do outro. Porém, o dnico prin-
cipio de tramsporte de comprimertos que uma verdadeira geometria
de proximidade («Nahe-Geometrie») pode reconbecer ¢ o transporte
de um ponto para outro infinitamente priximo do primeiro; sendo
a integrabilidade do problema do transporte de comprimentos
de um ponto para outro a distincia finita do primeiro-tanto
menos de admitir «a priori», quanto é certo que o problema

* Nozione di parallelismo..., Rend. del Circ. Matem. di Palermc
42 (1917).
**  Vektorielle Begriindung der Differentialgeometrie, Math.

Ann. 78 (1917). ‘
*** Raum, Zeit, Materie (1. Aufl, Berlin 1918), § 14.
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do transporte de direcgdo se revelou nio integrivel. Quando
se remove esta inconsequéncia, surge uma geometria que,
sendo aplicada ao universo, surpreendentemente explica ndo
$6 o5 fendmenos da gravitagio, mas também os do campo electro-
magnético. Na teoria assim construida, ambas estas categorias
de fenémenos brotam da mesma fonte, ndo sendo, em geral,
de modo nenbum possivel fager entre gravitagao e electricidade qual-
quer separagdo que ndo Sefa arbitriria.

Com esta teoria fodas as grandezas fisicas adquirem um signifi-
cado dentro da geometria do universo; ¢ em especial a grandeza
«acgdo» surge na teoria, «a priorin, como um nimero puro. A teoria
conduy a wma determinada lei do universo, univoca, na sua esséncia
e permite até chegar, de certo modo, a compreender por que é que
o wuniverso ¢ quadridimensional. — Vou agora esbogar aqui
uma construgio da geometria de Riemann, corrigida, sem
utilizar nela quaisquer pressupostos fisicos: a aplicagio 2
fisica é que h4-de resultar depois por si mesma.

Num determinado sistema de coordenadas, as coordena-
das relativas, dx;, de um ponto P’ infinitamente préximo de
um ponto P — ver (1) — s3o as componentes do deslocamento

infinitesimal PP. A passagem de um sistema de coordenadas
para outro exprime-se por férmulas de transformagio
continuas

x,=x,(x:,x;,...,x;) (i=1,2,...,n)
que definem a dependéncia entre as coordenadas de um mesmo
ponto num e noutro sistema. Entre as componentes dx; e
dx} do mesmo deslocamento infinitesimal do ponto P temos
as seguintes férmulas lineares de transformagio

(3) dxl = Z ik dx;‘ ]
k
nas quais os ay sdo os valores das derivadas ax: no ponto P.
k
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Um vector (contravariante) no ponto P tem como compo-
nentes em relagio a cada sistema de coordenadas 7 determina-
dos nimeros £/, os quais, na passagem para um outro sistema
de coordenadas, se transformam exactamente da mesma
maneira, (3), que as componentes de um deslocamento infi-
netesimal. Ao conjunto dos vectores no ponto P chamarei
espago vectorial em P. Um tal espago é: primeiro /inear ou afim,
isto é, quando se multiplica por um ndimero um vector em
P, ou quando se adicionam dois desses vectores, obtém-se
sempre, novamente, um vector em P; e segundo métrico:
com cada par de vectores ¢ e y, de componentes Ef, v/ estd
associado, de modo invariante, por meio da forma bilinear
simétrica contida em (2), um produto escalar

£r9=9-1= gairk
ik

Na nossa teoria, porém, estz forma somente se considera
determinada a menos de um factor de proporcionalidade positivo
arbitrdrio. Se a multiplicidade constituida pelos pontos do
espago for descrita por meio das coordenadas x;, os gu
no ponto P nio ficardo determinados pela métrica: sdmente
as razdes entre eles é que ficam determinadas. E, do ponto
de vista fisico, também s6 essas razdes é que tém um signifi-
cado directamente apreensivel. A equagio

2 Ludx;dx, =0
ik

satisfazem, nomeadamente, para um dado ponto origem,
aqueles pontos de universo infinitamente préximos, P, onde
chegue um sinal luminoso emitido de P. Para fazer a descri-
¢do analitica teremos de: primeiro, escolher um determinado
sistema de coordenadas e segundo, fixar em cada ponto P o
factoz de proporcionalmente arbitririo que afecta os g, . As
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férmulas a que se chegar deverdo, consequentemente, gozar
de uma dupla invaridncia: primeiro, deverdo ser invariantes em
relagdo a quaisquer transformagies continuas de coordenadas; segundo,
deverdo permanecer inalteradas guando os g, se substituirem por
)Z> sendo o A uma fungdo continua, arbitriria, do local.
E a entrada em cena desta segunda propriedade de inva-
ridncia que caracteriza a. nossa teoria.

Sejam P e Pe dois pontos quaisquer, e suponhamos
que a cada vector ¢ em P corresponde um vector ge em Pe,
sendo o processo de correspondéncia tal que, em geral,
a ay corresponda aye (sendo ¢ um nimero arbitririo) e a
r + y corresponda ge + pe, € tal ainda que o vector zero
em P seja o Gnico a0 qual corresponde em Pe 0 vector zero.
Obtém-se desta maneira uma aplicagdo 2) afim on linear do
espago vectorial em P sobre o espago vectorial em Ps. Esta
aplicagdo é uma ftransformagdo de semelbana 3) se se verificar
o caso particular de o produto escalar dos vectores-imagem
re - ye em Pe ser proporcional ao produto escalar dos vec-
tores ¢ € ) em P para todos os pares de vectores g, 1. (Na
nossa teoria s6 este conceito de aplicagio de semelhanga
¢é que tem um significado objectivo: na teoria até agora seguida
era possivel definir o conceito, mais restritivo, de aplicagio
congruente 4). As duas premissas axiomiticas seguintes vdo
fixar o que deve ser entendido por deslocamento paralelo de
#m vector no ponto P para um ponto vizinho P’:

1. Quando se faz o deslocamento paralelo dos vecto-
res no ponto P para o ponto vizinho P’, obtém-se uma apli-
cagio de semelhanga do espago vectorial em P sobre o espago
vectorial em P’;

2. Se P; e P, forem dois pontos da vizinhanga de P;

—
se o vector infinitesimal PP, for transferido por desloca-

—_—

mento paralelo para o ponto P;, convertendo-se em Py Pyy;
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———
e se o vector infinitesimal PP for transferido por desloca-

mento paralelo para o ponto P, , convertendo-se em P_z;’z] H
entdo os pontos Py e Py; ficardo em coincidéncia (proprie-
dade comutativa).

Aquela parte da premissa 1. que afirma que o desloca-
mento paralelo é uma transposigio afim do espago vectorial
de P para P’ 5) exprime-se analiticamente da seguinte maneira:
o vector £/, em P = (x; x3 ... x,) transforma-se, por deslo-
camento, num vector ki + 4%, em P’ = (x; + dxy, x; +

+ dxz, ..., x, + dx,), cujas componentes dependem linear-
mente de £:
“ det=— dy}¥r.

A premissa 2. ensina que os dy! sio formas diferenciais lineares

dyi =Y Tl dx,
s
cujos coeficientes possuem a propriedade de simetria

Se dois vectores &i, ni em P se transformarem, por deslo-
camento paralelo para P’, em £i 4 d¢i, v + dvi, entdo a pre-
missa, contida em 1., de que a aplicagio obtida, mais que afim,
é também de semelhanga, permite afirmar que

Y (e + deu) E' + dEY) (v + du)
ik

deve ser proporcional a ' g i n. Designemos o factor de
ik

proporcionalidade, que difere de 1 infinitamente pouco, por
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1 4+ dg; e definamos, como € habitual, -0 abaixamento de
um indice pela férmula

a = E L a*.
k
Resultard entio

6 dgg— @y + dyu) = gudy.
Daqui resulta que dp ¢ uma forma diferencial linear:
0] do =" gidx;.
i
Sendo ela conhecida, a equagio (6) ou
Tikr + Thpe = %—gm 9,

combinada com a condigio de simetria (5) determina univo-
camente as grandezas I'. Deste modo, a conexao métrica interna
(«innere MaBzusammenhangy) do espago depende nao sé da forma
guadrdtica (2) (determinada a menos de um factor de propor-
cionalidade arbitririo) mas ainda de uma forma linear (T) *.

* [Posteriormente introduzi na construgio da teoria as seguin-
tes modificagdes — Cf. apresentagdo definitiva na 5.2 edigio de «Raum,
Zeit, Materien, 1923, §§ 15-17 — : 4) Em vez dos postulados 1. e 2.
a que tem de satisfazer o deslocamento paralelo, um s6 postulado inter-
vém: deve éxistir para o ponto P um sistema de coordenadas tal que,
quando seja utilizado, as componentes de qualquer vector em P nio sofram
alteragio durante um deslocamento paralelo para qualquer ponto da
vizinhanga infinitesimal de P. Este postulado caracteriza o que hd de
essencial no deslocamento paralelo, considerando-o como uma trans-
posigdo para a qual é legitimo supor que os vectores fiquem «inaltera-
dos». b) A meétrica no ponto isolado P, segundo a qual cada vector § = (Ef)
em P tem associado consigo um comprimento («Strecke») por uma forma
tal que dois vectores definem o mesmo comprimento se, ¢ s6 se, tém
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Se substituirmos g, por Agx, sem mudarmos o sistema de
coordenadas, as grandezas dy! nio se modificatio, os dyu
passam a incluir o factor 1 e os dg; transformam-se em
Mgy + gidk. A equagio (6) mostra entdo que dg se converte
em

d:p+‘-i£~——dq>+dlgl.

H4, pois, uma arbitrariedade inerente 24 forma linear
2 ¢;dx;; mas o que fica indeterminado n3o ¢ um factor de
proporcionalidade a fixar mediante uma escolha arbitriria
de unidades 6), mas sim uma diferencial total aditiva. Para
representagdo analitica da geometria, as formas

8) Lik dx;dxy, 9,dx;
sdo equivalentes as formas

9) ) ik dxidxy, ¢idx;+dlgh,

a mesma medida («Maflzabl») /= 2 Sik E‘Ek, vem juntar-se a conexao
métrica de P com os pontos da sua vizinhanga: a transposigiao congruente
para o ponto infinitamente préximo P’ transforma  um comprimento
em P num determinado comprimento em P’, Se submetermos este con-
ceito de transposigio congruente de comprimentos a uma condigdo
andloga A que foi imposta em a) a0 conceito de deslocamento paralelo
de vectores, reconheceremos que este processo (pelo qual a medida /
do comprimento sofre o aumento d/) se exprime numa equagio

dl = lde;  dp = 2?, dx;.

Nestas circunstincias, a métrica ¢ a conexdo métrica detcrminam uni-
vocamente a conexdo «afim» (deslocaménto paralelo) —e, segundo a
minha concepgdo actual do problema do espago, ¢ exactamente cste
aspecto que constitui o facto fundamental da geometria — enquanto
que, segundo a exposigio do texto, é a forma linear dp que, para uma
dada métrica, fica arbitrdria no deslocamento paralelo.]
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nas quais A representa uma fungio do local positiva e arbi-
triria. Em vista disto, fem significado invariante o tensor anti-
-simétrico de componentes

— 9% 0% 7
(10) Fy= 90 g%,
ou seja, a forma Fy dx;dx; = %F,k Axy, 8)

que depende bilinearmente dos dois deslocamentos arbitri-
rios dx e dx no ponto P — ou melhor, que depende linear-
mente do ‘elemento de superficie construido sobre esses
dois deslocamentos, tendo como componentes

A xy = dx; dxy — dxp 0 9)

Se for possi\"el fixar os gy, em valor absoluto, por forma
tal que os ©; se-tornem nulos, entio surge como caso par-
ticular o caso da teoria que até agora se tem aceite, em que
a unidade de comprimento se deixa transportar, por deslo-
camento paralelo, para todos os pontos do espago, sem
ficar dependente do caminho seguido 10). Os I'/ nada mais
serdo entdo que os simbolos de trés indices de Christoffel 11).
A condigdo invariante necessiria e suficiente para que o refe-
rido caso particular se dé 12) é que o tensor Fy se torne
idénticamente nulo 13). Isto inclina-nos muito para a inter-
pretagio de ¢; na geometria do universo como sendo o gua-
dripotencial electromagnético e, portanto, o tensor F como
sendo o campo electromagnético: e isto porque a nio existéncia
de um campo electromagnético ¢ a condigio necessiria para
a validade da actual teoria de Einstein, da qual somente
os fenémenos graviticos resultam como consequéncia. Acei-
tando tal interpretagio, reconhece-se que as grandezas eléc-
tricas sio de uma tal natureza que a sua caracterizagio por
meio de nimeros, num dado sistema de coordenadas, nio fica
dependente da arbitrariedade da escolha de uma unidade de
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medida. A questio da unidade de medida e da dimensio,
considerada em geral, tem de ser cncarada, na presente teo-.
ria, sob um novo dngulo. Até agora dizia-se, por exemplo,
que uma grandeza era um tensor do segundo grau (de
segunda ordem) desde que, fendo sido feita, arbitrariamente, a
escolba de wuma wunidade de medida, um valor particular dessa
grandeza determinasse, em cada sistema de coordenadas,
uma matriz de ndmeros a4y, sendo estes os coeficientes de
uma forma bilinear invariante de dois deslocamentos infi-
nitesimais arbitririos

(11) [ dx,' 6xk

Aqui entenderemos, ao falar de um tensor, que os ay, quando
se toma como base um determinado sistema de coordenadas,
e se faz uma determinada escolba do factor de proporcionalidade
contido nos gy, sio univocamente determinados, e por tal
modo que a forma (11) permanece invariante quando se faz
uma transformagio de cocrdenadas; quando, porém, os gy
se substituirem por Agy, entdo os gy converter-se-Z0 em )éay, .
Diremos entdo que o tensor tem o peso ¢, ou ainda que ¢ de
dimensido /2¢, se ao elemento de linha 4s atribuirmos a dimen-
sdo «womprimento = I». S6 os tensores de peso 0 € que serdo
absolutamente invariantes. E desta espécie o tensor de com-
ponentes Fy. Ele satisfaz, como mostra (10), ao primeiro
sistema de equagdes de Maxwell

0Fy  oFy  d0Fy _
dx[ dxk ax[

0.

Uma vez estabelecido o conceito de deslocamento para-
lelo, torna-se ficil estabelecer as bases da geometria e do
calculo tensorial. &) Linhas geodésicas. Dado um ponto P e
nele um vector, a linha geodésica que sai desse ponto na
direcgZo desse vector € a linha que se obtém quando se imprime
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ao referido vector um deslocamento paralelo continuo na sua
propria direcgdo. A equagdo diferencial da linha geodésica,
quando se utiliza um parimetro adequado 7, ¢ a seguinte: 14)

d*x; Ti dx, dx

d? T dt dr

(E claro que ela nio pode ser caracterizada aqui como linha
de comprimento minimo, visto que o conceito de compri-
mento de uma curva nio tem significado.) b) Célenlo tensorial.
Se quisermos, por exemplo, deduzir por diferenciagio um
campo de tensores de grau 2 a partir de um campo de ten-
sores covariante de grau 1, com o peso 0, tendo por com-
ponentes f;, tomemos como auxiliar um vector arbitririo Z;
no ponto P, formemos o invariante f;£/, e determinemos.
a variagio infinitamente pequena sofrida por este invariante
quando se efectua uma transferéncia do ponto P, de coorde-
nadas x;, para o ponto vizinho /', de coordenadas x; + dx;,
deslocando-se o vector £, nessa transferéncia, paralelamente a
si proprio. Obtém-se para tal variagio
g%i'dxk + frder = <§%— I r) &fdxy.

As grandezas entre parénteses do segundo membro sio,
entdo, as componentes de um campo de tensores de grau 2,
com o peso 0, formado a partir do campo f de um modo
inteiramente invariante. ¢) Curvatura. Para construir o anilogo
do tensor de curvatura de Riemann, retomemos o parale-
logramo infinitamente pequeno formado pelos pontos
P, Py, P, e Py = P, que atris utilizimos *. Deslo-

* Aqui é irrelevante que os lados opostos do «paralelogramon
infinitamente pequeno se¢ obtenham um do outro por deslocamento
paralelo; o que importa é somente que os pontos ;3 e Pz; sejam coin-
cidentes.

[268]



quemos um vector g = (¥/) em P paralelamente a si mesmo
para P; e daqui para P;,; partindo novamente de P, des-
loquemos agora o mesmo vector primeiro para P, e daqui
para Pj;. Obteremos, assim, dois vectores nos pontos
Py e Pyy. Ora, como estes pontos sio coincidentes, tem
agora sentido efectuar a diferenga A y entre os dois vec-
tores obtidos. Encontra-se para as componentes de tal dife-
renga a expressio

(12) AY=AR.Y,

onde os A R/ sao independentes do vector g deslocado, mas
sio, em compensagio, linearmente dependentes do ele-
mento de superficie que se pode construir sobre os dois

deslocamentos ﬁl = (dx;), }-;-1;2 = (0x)):
A R§= Rjklka 6x, = —; R]'“Axk, .

As componentes de curvatura R}, inicamente dependentes
da posigio P, tém as duas seguintes propriedades de simetria:
primeira, mudam de sinal quando se permutam os dois ulti-
mos indices £ e /; segunda, efectuando sobre j, &, / as trés
permutagbes ciclicas e adicionando as trés respectivas com-
ponentes obtém-se 0. Baixando o indice 7 obtém-se as compo-
nentes R;;;, de um tensor covariante de grau 4 e peso 1.
Ainda sem célculo, por um simples raciocinio, chega-se 4
conclusio de que R é decomponivel, de modo invariante e
natural, em duas parcelas

(13) Ryy=Pyu—zdFy §=1 .,
jki Jjkt 29 Kk 0 (, #])
sendo Py, 15) anti-simétrica nio s6 nos indices £, / como

também nos indices i e j. Enquanto que as equagdes Fj =0
caracterizam O nosso espago como um espago desprovido

; [1(i=j)
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de campo electromagnético, isto é, como um espago em que
o transporte de comprimentos ¢ integrivel, as equagGes
P;,,, = 0 s3o, como se deduz de (13), as condigGes para que
nZo haja campo de gravidade, isto é, para que seja integri-
vel o problema do transporte de direcgio. S6 o espago eucli-
diano € que €, a0 mesmo tempo, desprovido de electricidade e
de gravitagio. .

O mais simples invariante de uma transformagio linear
como (12), que faz corresponder a cada vector r um vec-
tor Ag, é o seu «trago»

1 1
—AR. 9
Segundo (13), teremos aqui para ele a expressio
—— ';—Flk dx, éxk,
que j4 encontrimos atrds. O mais simples invariante de
um tensor como —-;-F,,‘ é o quadrado do seu médulo:
L = 3 Fy F*.

Como o tensor F tem o peso 0, torna-se evidente que L é
um invatiante de peso —2 17). Se g for o determinante
negativo dos gy, € '

do =V gdxydxydxydxy =Yy gdx
for o volume de um elemento de volume infinitamente
pequeno, o integral de acgio eléctrica («elektrische Wir-
kungsgrésse»), que rege, como ¢é sabido 18), a teoria
de Maxwell, serd igual a0 integral f Ldw do referido inva-
riante mais simples, estendido a uma regifo arbitriria do
universo; de modo que a intervengio desse integral na teo-
ria faz-se do modo seguinte: para quaisquer variagdes dos
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8 © ¢ que se reduzam a zero sobre a fronteira da regido
do universo que se considera, teremos:

8dew=f(S‘3q:, + T 3gy) dw

1 0(yg F*)
onde os Sl Y S/
V’E dxk

sdo os primeiros membros das equagdes nio homogéneas
de Maxwell (em cujos segundos membros figuram as com-
ponentes da quadricorrente); e onde os T/ sio as quanti-
dades que formam o tensor impulsio-energia do campo
electromagnético. Como L é um invariante de peso —2 ¢
o elemento de volume na geometria #-dimensional é um inva-
diante de peso 3 19), o integral [ Ldw s terk sentido
quando o nimero de dimensio for # = 4. Assim, na nossa
interpretagdo, a possibilidade da teoria de Maxwell esté ligada
ao ndmero de dimensies 4. Mas no universo quadridimensional
a grandeza acgio electromagnética torna-se um nimero puro.
Quanto 20 tamanho com que a grandeza acgio unidade se
apresenta nas tradicionais unidades de medida do sistema
C. G. 8., isso é questdio que, como é 6bvio, s6 poders ficar
resolvido depois de se ter tratado pelo cilculo, sobre as bases
da nossa teoria, um problema fisico susceptivel de ser sub-
metido 4 prova da observagio, por exemplo o electrio.

Passando da geometria A fisica, teremos de admitir,
seguindo o modelo da teoria de Mie *, que o conjunto das
leis da Natureza assenta num determinado invariante inte-
gral, o integral de acgio («Wirkungsgrosse»),

[ Wio= [ Bax (B=wVg)

* Ann, d. Physik, 37, 39, 40 (1912-13).
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por forma tal que o universo real se distingue, entre todos os espa-
¢os quadridimensionais possiveis, pelo facto de, para ele, a ac¢do
contida em qualguer dominio de universo assumir um valor extremal
para aquelas variagdes dos potenciais gy, o; que se desva-
negam nos limites do dominio censiderado. W, densidade
de universo da acgdo, deve ser um invariante de peso — 2.
A acgdo, essa é sempre um nimero puro: e, assim, a nossa teoria
acusa, desde a sua origem, aquela estrutura atomistica do
universo que, nas concepgdes actuais, assume uma impor-
tincia fundamental: o quantum de acgio. A conjectura mais
simples e mais natural que se pode fazer para W exprime-se
do modo seguinte

(14) W= Rl Rk =|R2

E também, em virtude de (13),
W=|P2+4L

(o que aqui se poderd pdr em duvida serd, quando muito,
o factor 4 com que o segundo termo L [eléctrico] se adi-
ciona ao primeiro). Mas, sem entrar ainda em pormenores
sobre a forma da grandeza acgio, poderemos extrair do prin-
cipio da acgio algumas concluses gerais. Vamos, nomeada-
mente, mostrar o seguinte: do mesmo modo que, segundo resul-
tados de Hilbert, Lorentz, Einstein, Klein ¢ o Autor *,
o5 quatro principios de conservagdo da matéria (do tensor ener-
gia-impuls3o) estdo ligades & invaridncia da ac¢do em relagdo as
transformagies de coordenadas — invatridncia que faz intervir
quatro fungdes arbitririas — assim também o principio da con-

* . Hilbert, Die Grundlagen der Physik, 1. Mitt., g Gétt. Nachr.,
20. Nov. 1915; H. A. Lorentz em quatro artigos nas Versl. K. Ak. van
Wetensch. Amstcrdnm 1915-16; A. Einstein, Berl. Ber. 1916,
pégs. 1111-1116; F. Klein, Gott. Nachr., 25. Jan. 1918; H. Weyl, Ann.
d. Physik. 54 (1917), pgs. 121-125.
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servagdo da elctricidade estd associado a uma invaridncia que a nossa
teoria introdug pela primeira veg : a invaridncia em relagdo & uni-
dade de medida 20) («MaBstab-Invarianz» [passagem de (8)
para (9)] —invaridncia esta que faz intervir uma quinta
fungdo arbitriria. A forma como, deste modo, o principio
da conservagio da electricidade fica associado ao principio
da energia-impulsio constitui, 2 meu ver, um dos mais for-
tes argumentos gerais que se podem aduzir em favor da
teoria aqui exposta — se vier a pdr-se a questio da sua con-
firmagio num dominio puramente especulativo.

Para uma variagio arbitriria, desvanescente sobre a fron-
teira do dominio de universo que se considera, ponhamos

15) 3 [Bade= [(Bigs+w'ig)de  (BH=1H)
As leis da Natureza terio entdo a seguinte expressio
(16) Wik=0, w=0.

Podemos referir-nos s primeiras como sendo as leis do
campo gravitico e 2s segundas como sendo as do campo
electromagnético. As grandezas W} e »! introduzidas por

B, = Vg, =Yz
sdo, respectivamente, as componentes mistas de um tensor
de grau 2, e contravariantes de um tensor de grau 1, sendo
o peso igual a2 — 2. No sistema de equagdes (16) hd 5 equa-
¢des que, atendendo 3s propriedades de invaridncia, sio
supérfluas. Isto exprime-se nas 5 seguintes identidades inva-
riantes existentes entre os seus primeiros membros:

a7) L T

dx,'—
oW

— 1
(18) F —TeBW;=5 Fun'
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A primeira resulta da invaridncia de medida. Com efeito, se
na passagem de (8) para (9) tomarmos para lg ) uma fungio
de posigio infinitamente pequena dp, obteremos a variagio

ag”‘ g‘kap’ 69— (59)

Para cla (15) deve desvanecer-se. Se, em segundo lugar,
utilizarmos a invaridncia da grandeza acgio em relagio a
transformagées de coordenadas obtidas por uma deformacio
infinitamente pequena do continuo universal, obteremos
as identidades.*

(OB 1 drs g ow —
\ax‘ 2 0% % ) (dx‘ Pr— Fum‘)_—:O:

que se convertem em (18) se, de acordo com (17), se substi-

gwi

tuir o, Pot L. Assim, sé6 com as leis da gravitagio
i

tem-se ji
ami_ o
(19) =
e s6 com as leis do campo electromagnético devemos ter
B ;: s r__
(20) —d;’—_rk,%‘—o.

Na teoria de Maxwell, p! tem a forma
0(\/g Fik —
mlE_M_)_gl (5’=t/g-s‘),

onde s designa a quadricorrente. Como aqui a primeira parte

* Weyl, Ann. d. Physik 54 (1917), pdgs. 121-125; F. Klein,
Gott. Nachr., Sitzung v. 25 Jan. 1918.
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satisfaz idénticamente a equagio (19), esta fornece o princi-
pio da conservagio da electricidade

_1_3(\/_8-"‘)=0.
V; e s

De igual modo, na teoria da gravitagdo de Einstein g/ ¢
formada de dois termos, dos quais o primeiro verifica idén-
ticamente a equagio (20), e o segundo € igual is compo-
nentes mistas 7'} do tensor energia-impulsio, multiplicadas
POt /g Assim, as equagdes (20) levam-nos aos quatro prin-
cipios de conservagio da matéria. Circunsfincias inteiramente
andlogas se apresentam na nossa teoria, se adoptarmos para
a grandeza acgio a expressio (14), atrds apresentada como
conjectura. Os cinco principios de conservagio sdo «elimi-
nantes» das leis de campo, isto €, derivam delas por duas
maneiras, pondo assim em evidéncia que cinco dessas leis
sdo supérfluas.

Por exemplo, as equagdes de Maxwell escrevem-se da
seguinte maneira, para o caso de se adoptar (14)

1 oWz F®)_
(1) Ve 0% ’

e a corrente é

R designa o invariante de peso — 1 que se forma com
os R}, por contracgio efectuada primeiro sobre os indi-
ces #, k£ e depois sobre j e /. O cilculo d4, designando por Re
o invariante de curvatura de Riemann, formado somente
com 08 gyt

R= R.—Vi?i(%:‘;?—') + 2 (219)
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No caso estitico, em que as componentes espaciais do ipoten-
_cial electromagnético desaparecem e todas as grandezas sdo
independentes do tempo x3, devemos ter, segundo (21)

R = Re +%cpoq,0=const. _

Mas, numa regio do universo em que seja R # 0,
pode-se, também, com toda a generalidade, tomar R =
= const. = + 1, bastando para isso fazer uma escolha ade-
quada da unidade de comprimento, que é arbitriria. S6 no
caso de condigdes varidveis com o tempo € que serdo de pre-
ver superficies R = 0, as quais hdo-de representar, claro esti,
determinada singularidade. R nio pode ser tomado como
densidade de acgdo (é como tal que Re intervém na teoria
da gravitagio de Einstein), porque nio possui o peso — 2.
Isto tem como consequéncia que a nossa teoria, que conduz
perfeitamente 2 teoria electromagnética de Maxwell, nio con-
duz do mesmo modo 4s equagdes da gravitagio de Einstein: em
vez destas, aparecem equagbes diferenciais de quarta ordem.
‘Mas o que é verdade, também, é que é muito improvével
que as equagdes da gravitagio de Einstein sejam estritamente
correctas: ji que mais nfo seja, porque a copstante de gra-
vitagio que nelas intervém cai inteiramente fora do >qua-
dro de dimensdes das outras constantes da natureza, a tal
ponto que, por exemplo, os raios de gravitagio da carga e
da massa de um electrio sio de uma ordem de grandeza
completamente diferente da do préprio raio do electrio
(respectivamente 1020 ¢ 1040 vezes mais pequenos *.

A minha inten¢do aqui foi apenas a de desenvolver,
resumidamente, os principios gerais da teoria. Levanta-se

* Cf. Weyl, «Zur Gravitationstheorie», Ann. d. Physik 54 (1917),
pig. 133. Cf. também Weyl, «Space-Time-Mattern, Dover Publications,
«First American Printing of the Fourth Edition (1922), pdg. 261 (N. T.).
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naturalmente o problema de extrair dela, sobre a base da
conjectura especial formulada em (14), as suas consequén-
cias fisicas *, e de pdr essas consequéncias em confronto
com a experiéncia, investigando, em particular, se se pode
deduzir dela a existéncia do electrio e as particularidades
até agora inexplicadas dos processos atémicos **. Do ponto
de vista matemético o problema é extremamente complexo,
porque estd vedada a possibilidade de se obterem solugdes
aproximadas, por abandofio de termos nio lineares: com
efeito, no interior do electrio nio é por certo legitimo des-
prezar tais termos e, por isso, as equagdes lineares obtidas
com tal desprezo s6 admitem, em principio, a solugio 0.
Proponho-me voltar a tratar de todas estas questdes, com
mais pormenor, noutro local.

* [O problema de determinar todos os invariantes W admis-
siveis como grandezas acgio foi resolvido por R. Weitzenbdck com
a condigio de que esses invariantes contenham as derivadas dos g
sdmente até 4 ordem 2, e as derivadas dos o; sdmente até 4 ordem 1
(Sitzungsber d. Akad. Wissesnch. in Wien, Abt. ITa, 129 (1920), sessdes
de 21 e 28 de Outubro; 130 (1921, 10 Fev.). Se se puserem de parte aqueles
invariantes W para os quais a variagio 3 [ Wdw sc desvanece idéntica-
mente, restario apenas 3 possibilidades, segundo um célculo mais desen-
volvido de R. Bach (Math. Zeitschrift 9 (1921), pags. 125 e 189). O W real
parece ser uma combinagio linear do L de Maxwell e do quadrado de R.
Esta conjectura foi explorada com mais rigor por W. Pauli (Physik
Zeitschr. 20 (1919), pigs. 457-467) e por mim; conseguimos avangar,
sobre esta base, até ao ponto de chegarmos a deduzir as equagdes do
movimento de uma particula material. Pelo contririo, o invariante (14),
a que nos aventurdmos a dar, no presente trabalho, um lugar de privi-
légio, nio parece que desempenhe na natureza qualquer papel. Cf. Raum,
Zeit, Materie, 5.5 ed. §§ 38, 40.]

**  [Ulteriormente pus completamente de parte estas esperangas,
despertadas pela teoria de Mie: creio que o problema da matéria nio pode .
ser resolvido por uma pura teoria de campo. Cf. sobre isto o meu artigo
«Feld und Materie», Ann. d. Physik 65 (1921), pdgs. 541-563.]
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Notas do Tradutor

1) O autor chama indice de inércia de uma forma quadritica ao
nimero de termos negativos que aparecem na expressio ¢;x} dessa
forma (ver «Space, time, matter», Weyl, Dover Public., Trad. da 4.* Ed,,
1.8 edigio americana, pig. 30).

2) Seguindo a terminologia usual entre nés, traduziu-se aqui por
«aplicagio sobre...» a expressdo alemi «Abbildung auf...».

3) No texto alemdo: «Diese Abbildung ist... dbnlichy.

4) Na terminologia alemd, entende-se em geometria clementar
por figuras congruentes figuras sobreponiveis.

5) Considera-se aqui a premissa 1. dividida em duas partes: a
primeira afirma . que o d. paralelo conduz a uma aplicagio afim; a
segunda que essa aplicagdo afim é uma aplicagio de semelhanga.

6) Tal como acontece com os g, da forma quadritica (2).

7) Visto que a substituigio de g, por Ag, arrasta a substituigio

0% 5 09 + 92 /gx e oo ke .a’lgl _ d'gx )

X 0% 0%0% 010Xk 0%k 0%;

8) Visto que Fy dx, 3x, = 5 (Fy dx, 3x; + Fyy doy ;) =
= 5 (Fydx3x, — Fyde, 3x,).

9) Analogia com a 4rea do paralelogramo elementar do espago
tridimensional, cujas projecgdes sobre os planos de coordenadas x, xg
sio respectivamente dx, dx§ — dxg dx. (Cf. Landau, Th du Champ,
Ed. de la Paix, pig. 30.) :

10) Porque entio dy =0, e, portanto, &/ =/ldp = 0.

11) Com efeito, sendo ¢, =0, a equagio T+ Ty =
= 3‘:‘ — &y ¢, pode escrever-se na forma 8o I'L + 8ok Tf’ =d—.

4 x'

Por permutagio dos indices 7, £, r, podem obter-se desta duas outras
equagdes. Somando-as e subtraindo 4 soma a primeira, chega-se 4 con-
clusio do texto. (Cf. Appell, Mec. Rat.,, Vol. V, pég. 157 da 2.* ed.)

12) A anterior condigio v; = 0 ¢ apenas suficiente, e nio ¢ inva-
riante, visto estar ligada 4 fixagio de valores absolutos para os g .

13) A condigio de semelhanga &/ = /dp di, por integragio entre
os pontos P e P, [1og1]‘;’ =f:'dqz.Esteintcgmls6éindependentedo

dglk
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caminho seguido se dv for uma diferencial total, istoé,scﬁaal-

xp 0%
(Cf. Pauli, Relativititstheorie, ed. 1963, péig. 237.)

14) Como se vé substituindo em (4) ' por 47’:_’

15) PUkI e nido P}k,, visto que o conceito de simetria, ou anti-
-simetria, 86 é aplicdvel a indices congéneres (ambos de covaridncia,
ou ambos de contravaridncia).

16) E nio  R!, como est no texto alemio.

17) Visto que Fy =g, 80, FP?°, 0 peso de Fyy €0, ¢ o dos
2.8 é1,

18) Sobre a dedugio das equagdes de Mawxell a partir de um prin-
cipio de acgio estaciondria, ver, por exemplo, M. A. Tonnelat, «Les
Principes de la Théorie Electromagnétique et de la Rélativitén, Ed.
Masson, 1959, pig. 217.

19) Visto que sendo entio o determinante g de ordem n, o peso
dcgurin,eodey/?wdn/&

20) Chamada também invaridncia de calibragio («Eichinvarianz»
em Pauli). '
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Professor efectivo do Colégio Militar.
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